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AUe Kechte vorbebalten, 



Vorwort zur ersten Anflage. 



In bezug auf den VII. Abschnitt (Festigkeitslehre) be- 
merke ich, dafi ich mir bei dem groBen Umfang des zu be- 
handelnden Gebietes eine gewisse Beschrankung anferlegen 
muBte, urn den Umfang des ganzen Werkes nicht ungebuhr- 
lich anszudehnen. Den TOjliegenden Stoff pflege ich hier im 
11. Semester vorzutragen, wahrend weitere wichtige Gebiete, 
wie die Festigkeit von Flatten, Hohlkorpern, krummen St^ben, 
Federwerken und vor allem das Verhalten von GuBeisen bei 
Biegung in einem Vortrage „Ausgewahlte Kapitel der Festig- 
keitslehre" erst in hoheren Semestem behandelt werden. Etwas 
ansfiihrlicher wurde schon* hier die „zusammengesetzte Festig- 
keit" besprochen, um fiir den im III. und IV. Semester folgenden 
Vortrag liber „Eisenkonstruktionen" die notigen Unterlagen 
zu geben. ''Fiir spater hoffe ich, noch eine Sammlung von 
Aufgaben aus dem ganzen Gebiet der ,,Technischen Mechanik" 
folgen lassen zu konnen. welche auf die Anwendungen der 
ermittelten Gesetze. in der Praxis hinweisen soUen. 

Goth en (Anh.), Sommer 1912. 

Der Verfasser* 
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Vorwort zur zweiten Anf lage. 

Auch im zweiten Bande der „Teclinischen Meclianik" ist 
der Umfang des Stoffes gegen die erste Auflage unverandert 
geblieben. Eine eingehende Cberarbeitung erfuhren vor allem 
einige Kapitel der „Zusainmengesetzten Festigkeit", um die 
Deutlichkeit der darin enthaltenen graphischen Verfahren zu 
erhohen. Zahlenwerte and Tabellen warden, um an Kaum 
zu sparen, fortgelassen ; dieselben* sind ja auch in jedem 
Taschenbuch leicht zu finden. . 

C6then (Anh.), Fruhjahr 1921. 

Der Verfasser. 
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VII. Abschnitt. 

Mechanik der elastisch-festen KSrper 

(Festigkeitslehre). 

AUgemeines. 

1. Die in der Natur vorhandenen Korper besitzen mehr 
Oder weniger die Fahigkeit, die ihnen durch auBere Krafte 
erteilte Formauderung (I, 37)^wieder aufzuheben; diese Eigen- 
schaft heifit: Elastizitat. 

2. Wird fein elastischer fester Korper durch auBere Krafte, 
die unter sich im Gleichgewicht sind, beansprucht, so ver- 
schieben sich seine Massenpunkte so lange, bis die inneren 
Widerstande (Spaniikrafte I, 37) mit den auBeren Kraften im 
Gleichgewicht sind. Dann hort jede weitere Bewegung auf, 
die Formanderung (Deformation) ist beendigt. 

3» Entfernt man die auBeren Krafte wieder, so wird ver- 
moge der dem Korper innewohnenden Elastizitat (1) die 
Formanderung wieder verschwinden, aber nicht vollstandig, 
da^s in der Natur f este Korper yon voUkommener Elastizitat 
nicht gibt. 

VolIkommeneFlussigkeiten undGase sinddagegen voUkommen elastisch. 

4. Man unterscheidet bei den FormsLnderungen also b lei- 
ben de und wieder verschwindende (elastische oder 
federnde); solange die ersteren nur verschwindend klein sind, 
kann man den Korper als vollkommen elastisch ansehen. 

5. Unter Elastizitatsgrenze^) versteht man die- 
jenige Belastung, bis zu welcher die bleibenden Form- 

^) Nach intern atioualer Festsetzung (Briissel 1906) soli die Elastizitats- 
grenze bei derjenigea Belastung in kg. pro cm* liegen, bei der die bleibende 
Verlangernng eines gezogenen Stabes 0,001% der ganzen Lange betragt. 

CI a Ika, Teclinische Mechanik il. 2. Aufl. 1 



2 VII. Abschnitt. 

anderungen so klein sind, daB man den Korper als voUkommen 
elastisch auffassen.kann. 

6. Belastet man den Korper weiter, so kommt es schlieB- 
lich zum Bruch; die inrieren Widerstande sind dann nicht 
mehr imstande, den Zusammenhang zwischen den Massen- 
pnnkten zu wahren. Die Belastung in kg. pro cm^, bei welcher 
der Bruch eintritt, heifit die Bruchgrenze (Bruchfestig- 
keit) (vgl. 27 u. f.). 

7. Die zulassigeBeanspruchung einer Konstruktion 

darf immer nur einen Bruchteil der Belastung des Materials 

an der Bruchgrenze bilden ; dann ist die Sicherheit (n) gegen 

Bruch: 

Bruchfestigkeit 

zuikssige Beanspruchung 

und damit: 

, .. . T. , Bruchfestigkeit 
zulassige Beanspruchung = 



n 

NB. Etwas Ahnliches gilt fiir di^ Elastizitatggrenze, da auch grobe 
bleibende Formiiuderungen vermieden werden soUen; da aber diese Grenze 
weniger gut zu ermitteln ist, so rechnet man meist aUein mit der obigen 
Sicherheit. 

8. Legt man durch den Korper, an dem sich die auBeren 
Krslfte im Gleichgewicht halten, eine schneidende Ebene, so 
kanti man die eine Seite vom Schnitt aus entfernen und er- 
setzt denken durch die an der Schnittflache als aufiere Krafte 
angebrachten Spannkrafte (2). Dann halten aber an dem 
stehen bleibenden Teil die auBeren Krafte denSpann- 
kraften das Gleichgewicht und fiir diesen Gleich- 
gewichtszustand gelten die allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen (I, 103, 105). 

9. Unter Spannun.g versteht man denjenigen Anteil der 
Spannkraft, der auf die Querschnittseinheit (gewohnlich 1 cm-) 
entfallt. 

Die einfachen Beansprachangeii gerader Stabe. 

10. Wirken auf einen geraden Stab (I, 152) zwei im 
Gleichgewicht befindliche Krafte in der Richtung der Achse 
(Leitlinie), so wird der Stab entweder aufZug oder Druck 
beansprucht; im letzten Falle muB der Stab verhaltnismafiig 
kurz sein (14). 
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11. Wirkt auf einen Querschnitt -des^ Stabes eine Kraft, 
die der ganzen Lange nach innerhalb der Flache liegt und 
die durch den Schwerpunkt derselben geht, so wird dieser 
Querschnitt auf Schub beansprucht. 

12. Wirkt auf einen Stab ein Kraftepaar (1, 54), dessen 
Wirkungsebene die Achse enthalt, so wird der Stab auf 
Biegung beansprucht. 

13. Wirkt auf einen Stab ein Kraftepaar in einer Ebene, 
auf welcher die Achse senkrecht steht, so wird der Stab auf 
Verdrehung (Torsion) beansprucht. 

14. Besitzt ein auf Druck (10) beanspruchter Stab eine 
erhebliche Lange, so liegt die Gefahr der Zerknickung vor. 

15. Treten raehrere der oberen einfachen Beanspruchungen 
eines Stabes gleichzeitig auf, so spricht man von zusammen- 
gesetzter Beanspruchung (oder Festigkeit). 



A. Beanspruchung auf Zug oder Druck 
(Zug- und Druckfestigkeit). 

^ Spannungen und Dehnungen. 

16. Wird ein eingespannter gerader Stab in der Richtung 
der Stabachse durch eine Kraft P beansprucht, so ruft die- 
selbe in einem beliebigen, senkrecht zur Achse gelegten Quer- 
schnitt eine Spannkraft von gleicher Gr66e und entgegen- 
gesetzter Richtung hervor (8; I, 24). Zeigt in diesera Falle 
der Pfeil der Spannkraft vora Querschnitt fort, so liegt Be- 
anspruchung auf Zug vor, im anderen Falle auf Druck. 
Die Spannungen (9) sind zur Querschnittsflache senkrecht 
gerichtet und heiBen deshalb Norraalspannungen (a). 

17. Nimmt man an, daU die Spannkraft (?) sich iiber den 
ganzen Querschnitt (F) gleichmafiig verteilt, so daB jeder cm^ 
derFiache den gleichen Betrag der Spannkraft tibertragt, so ist : 

p^g;^. 

F(cm2)' 

das MaB der Spannung ist mithin kg/cm^ (kg. pro cm^). 

18. Die Form^nderung des Stabes besteht in einer Langen- 
und gleichzeitigen Querschnittsanderung. Unter D e h n u n g (e) 

1* 
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versteht man bei einem gezogenen Stabe das Verhaitnis der 
Verlangerung (l) zur urspriinglichen Lange (1), also: 

^~ r 

Ahnlich schreibt sich bei einem gedruckten Stabe die Zu- 
sammendrtickung, die man auch als negative Dehnung be- 
zeichnen kann. 

tJber die Qaerschnittsanderung siehe 24 u. f. 

Das Proportionalitatsgesetz (Hoofce). 

19. Spannt man einen Stab in die Materialprufungs- 
maschine ein und beansprucht ihn auf Zug oder Druck, so 
flndet man, daB fiir viele Materialien bis zu einer ge- 
wissen Grenze die Dehnungen den Spannungen 
annahernd proportional sind, so daiJ z. B. der 
doppelten Anspannung auch die doppelte Dehnung entsprichtusf. 
Diese Proportionalitat kann man ausdriicken durch: 

worin a eine vom Material abhangige Konstante ist. 

20. Nach dem Obigen (17, 18) ist dann: ^ 

I F 

d. h. fiir 1 = 1 cm, F = 1 cm'^ und P = 1 kg wird a = k Da- 
nach ist die Konstante a diejenige Dehnung, die ein 
Stab von 1 cm Lange und dem Querschnitt 1 cm^ 
durch eine Kraft P = l kg erfahrt. 

21. Da naturgemaB a eine sehr kleine Zahl ist, so hat 
man sich daran gewohnt, statt a seinen reziproken Wert ein- 
zufuhren und setzt: 

dem sog. Elastizitatsmodul. Dann wird: 

E = - = - = const. 
a € 

NB. Da hiernach fiir e = 1 (also /, = 1) E = a wurde, so hat man friiher 
den Elastizitatsmodul so definiert. daC dersetbe die Spannung bedeutet, 
welche der Stab erfahrt, wenn man ihn nm seine ganze Lange verlangerte. 
Da aber E nor bis zur Proportion alitatsgrenze (22) eine Konstante ist, so 
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hat auch eine solche Erklaruug keinen Sinn (vgl. C. Bach, Elastizitat und 
Festigkeit, Einleitung). Wenn trotzdem in der Festigkeitslehre mit der 
Zahl E weiter gerechnet wird, so ist 6ben dafiir der Grand maCgebend, 
dafi mit dem grofien Wert von E bequemer zti rechnen ist, als mit seinem 
reziproken Werte «. 

22. Das Proportionalitatsgesetz ist aufgestellt worden von 
Hooke (1660), bestatigt von Mariotte (1679); die Grenze, bis 
zu welcher es gultig ist, heifit Proportionalitatsgrenze. 

23. Tragt man auf einer horizoutalen X-Achse die Deli- 
jiungen, auf einer vertikalen Y-Achse die zugehSrigen Span- 
nungen ab, so erhalt man eine Kurve von der Gleichnng: 

£ = f(a); 

soweit dieselbe dem Hookeschen Gesetze folgt, verlauft sie 
geradlinig. Also liegt die Proportionalitatsgrenze dort, wo die 
Kurve aus der Geraden^ in eine gekrummte Form iibergeht. 

NB. Genauere Versuche haben gezeigt, dafi fiir sehr viele Materialien 
ein geradliniger Verlauf der Kurve tiberhaupt nicht nachweisbar ist; vor 
allem gilt dies flir sprode Stoffe, wie GuBeisen, Bronze, Steine, Zement. 
Fiir solche Materialien hat Schiile (1896) die Gleichung aufgestellt: 

worin « und m vom Material abhiingige Konstanten sind (Naheres vgl. Bach: 
Elast. u. Festigk., Einleitung). 

Die Quersclmittsanderang. 

24. Bei der Beanspruchung eines Stabes auf Zug wird der 
Querschnitt um einen gewissen Teil verkleinert (kontrahiert) 
und als Mafi dafiir dient die Kontraktion (^q), die (nach Poisson) 
zu der Langsdehnung {e) in einem bestimmten Verhaltnis 
steht, so daU gesetzt werdep kann: 

€ 

' m 
Hierin ist m fHr solche Materialien, welche nach alien Rich- 
tungen ein gleiches Gefiige zeigen und gleiche Beanspruchung 
vertragen, eine Konstaate, deren Wert zwischen ^^/g (fiir 
Metalle) und 4 genommen werden kann (Poissonsche Zahl). 

NB. Man neunt solche Korper isotrope, z. B. Schweii3eisen, Stahl usw., 
zum Unterschied von den heterotropen Korpern, z. B. Holz. auch Walzeisen, 
bei denen die Dehnungen in der Faser- (oder Walz-)richtung andere sind, 
als senkrecht dazu. 

25. Wird nun ein Wurfel durch Krafte Px, Py und P^ 
senkrecht zu den Seitenflachen auf Zug beansprucht, so ruft 
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jed6 derselben eine (positive) Dehnung in der Richtung einer 
Achse und zwei Kontraktionen (negative Dehnungen) in der 
Richtung der beiden anderen Achsen hervor, so dafi ist: 

1. in der X-Richtung: €i = «x ^^^3l_^^ 

2. in der Y-Richtung : e^ = % — ^-^ '^\ ^ 



3. in der Z-Richtung : ^g = €j 



^x "T *y 



m 

Fiihrt man statt der Dehnungen die Spannungen ein, 
indem man setzt (21): 



(Tx Oy Gz 

— E ' ^ — E ' — E ' 



so folgt auch: 



^i=^rx 



(Jy + Gz\ 



E \^ m /' 

^^-ET m P 

""Er"^ 



«8 



m 

26. Sind senkrecht zur Stabachse Krafte tatig, welche 
die Kontraktiou hindern, so wird dadurch die Dehnung des 
Stabes in der Richtung der Achse (nach 25) verkleinert, die 
Festigkeit des Materials also erhoht. Das tritt z. B. in Er- 
scheinung, wenn man die Festigkeit eines vollen Bleches mit 
derjenigen von gelochten Blechen vergleicht, oder, wenn der 
Versuchsstab mit einer Eindrehyng verseheu wird, wodurch 
ebenfalls die Kontraktion mehr oder weniger gehindert wird 
(Versuch von Kirkaldy 1863). 

NB. Bei gedrlickten Staben ergibt sich etwas Ahnliches fiir die Quer- 
ausdehnungen ; hindert man dieselben z. B. dadurch, dafi man an den Seiten 
des gedruckten Korpers feste Wande anbringt, so wird dadurch die Festig- 
keit bedeutend erhoht. 



FIiefi-(Quetsch-)grenze und Bruchbelastung. 

27. Solche Kurven, wie die in 23 besprochene, kann man 
von der Materialprtifungsmaschine direkt aufzeichnen lassen. 
In Fig. 1 ist ein solches Diagraram flir Zugversuche dargestellt; 
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dabei wurde die Proportionalitatsgrenze (22, 23) bei der Be- 
lastung PC erreicht. Von P bis F biegt die Linie (gewohn- 
lich auf dem punktierten Wege) scharf aus der bisherigen 
geraden Richtung und von F an wachsen die Dehnungen 
nun sehr schnell, wahrend die Spannnng nnr wenig znnimmt, 
das Material beginnt zu flieBen; F heiUt dann die FlieB- 
grenze. 




S> (Pt/iXoCA^Oftii^^ 



Fig. 1- 



28. Bei B wird die hSchste Belastung erzielt, bei welcher 
aber der Bruch noch nicht erfolgt, sondern erst bei B', bei 
bedeutend geringerer Anspannung, was aus der starken Quer- 
scbnittsverringerung leicht erklarlich is t. Als Bruchfestig- 
keit (6) des Materials rechnet man stets die maximale Be- 
lastung BE, die der Stab vertragen hat, ohne zu brechen; 
als groBte Dehnung dagegen diejenige, welche beim Bruch 
gemessen wird. 

29. Bei Druckversuchen ergibt sich eine ahnliche Figur. 
Bei sproden Materialien, GuBeifien, Stein, Zement tritt auch 
hier schlieBlich eine Zerstorung des Korpers ein, wahrend bei 
zahem Material, Blei, Kupfer, Flufieisen keine Bruchgrenze 
nachweisbar ist. Fiir solche Stoffe bezieht man dann die zu- 
lassige Beanspruchung (7) auf die FlieBgrenze, die man hier 
auch Quetschgrenze nennt. 
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Ermittlung des notwendigen Querschnitts und der Ver- 

langerung. 

30. Bezeichnet man mit kz die zulassige Zugspannung 
(in kg/cm ^), mit k die zulassige Druckspannung des Materials, 
so folgt (17): 

F>"^ fiir Zug, 

F > V fiir Druck; 
k • ' 

worin, wenn der Qaerschnitt F in cm^ ausgedriickt werden* 

soil, P in kg und k in kg/cm^ einzusetzen ist. 

Das Zeichen > soU nur andeuteu, dafi auf keiiieu FaU r<;P/k ge- 
wahlt werden darf: wenn gerade mit dem kleinstmoglichen Materialauf- 
wand konstruiert werden soil, so ist zu setzen F = P/k. 

31. Was in einem bestimmten Falle fiir k und kz anzu- 
nehmen ist, das ist auBer vom Material vpn dem Zweck, dem 
die Konstruktion dienen soil und von der Art und Weise ab- 
hangig, wie die Dbertragung der aufieren Krafte vor sicli 
geht (vgl. Bach, Maschinenelemente, Einleitung). 

32. Die V e r 1 a n g e r u n g (A) berechnet sich aus 18 und 21 : 

fiir F ist in alien diesen Rechnungen der Querschnitt des 
unbelasteteri Stabes^ zu setzen. 

(Werte fiir k und E vgl. Taschenbuch der Hiltte : Festigkeitslehre, B und C.) 

Berueksichtigong des Eigengewichtes. 

33. Bei sehr langen Stangen bildet das Eigengewicht nocli 
eine so grofie zusatzliclie Belastung, daU auf dasselbe un- 
bedingt Riicksicht genommen werden muB. Hat ein oben 
horizontal eingespannter Stab konstanten Querschnitt, so 
wird — Beanspruchung auf Zug vorausgesetzt — der unterste 

Querschnitt mit (17): 

p 

(X = ^ , der hochste dagegen mit : 

(7^ = —- i-- — ^ gespannt; 
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1 = Lange des Stabes, y = Gewicht der Volumeueinheit. Also 
wird c7j > a und da der Stab audi fiir die groBte Spannung 
tragfahig genug sein muB, so sind alle Querschnitte gleich 
dem hochsten auszufiihren. 

34. Sollen dagegen alle Spannungen untereinander gleich 
sein, so daU also jeder Qaerschnitt voU ausgentitzt wird, so 
raussen die Querschnitte von unten nach 
oben zunehmen (Fig. 2)/ Fiir einen 
Querschnitt F im Abstande x von unten 
gilt dann : 

(x.F = P + G, mithin: 
(r.dF=:dG = y.F.dx 
und als Resultat der Integration: 

F 



Mk)=: 



X, Oder: 

' x 
a 




F = Fo.e 
fiir G ist dann wieder an der Grenze 
der zulassigen Beanspruchung kz (31) 
einzusetzen (e = Basis der naturlichen 
Logarithmen). 

35. Man nennt die sich nach der obigen 
Gleichung ergebende Form wohl auch die- 
jenige vom gleichen Widerstande (besser gleicher Festigkeit). 
Fiir gewohnlich begniigt man sich iibrigens, die begrenzende 
Kurve nur angenahert zur Ausfiihrung zu bringen, wie in Fig. 2 
punktiert angedeutet; es sind dann stets die obersten Quer- 
schnitte der einzelnen Telle fiir die auBere Kraft P und dasjenige 
Gewicht, das an dem betreffenden Querschnitt hangt, zu berechnen. 



B. Beanspruchung auf Schub (Schubfestigkeit). 

Schubspannungen. 

36. Wirkt in der Ebene des Querschnittes eines Stabes 
eine gleichmafiige Belastung, deren Resultierende (?) durch 
den Schwerpunkt geht, so wird dieselbe den Querschnitt 
gegen den benachbarten — den man sich als fest eingespannt 
vorstellen moge — abzuschieben suchen (11). 
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37. Dieser Bewegung setzen sich die Elastizitatswider- 
stande entgegen und liefern eine Spannkraft von der Grofie 
der Kraft P und von entgegengesetzter Richtung (8). Bei 
gleichmaUiger Verteilung der Belastung P nbertragt dann 
jeder cm^ des Querschnittes (F) den Teil der Spannkraft: 

_P 

den man als Schubspannung (9) bezeichnet (vgl. aber 
274 NB.). 

38. Die Schubspannungen liegen innerhalb der Quer- 
schnrttsflache (transversal), d. h. senkrecht zu den Normal- 
spannungen des vorigen Absatzes. 

NB. Die Schubfestigkeit wird wohl aueh Scherfestigkeit genannt; 
da, mit der Wirkung einer Schere, z. B. der Blechschere, aber Bieguogs- 
beanspruchungen unvermeidlich verbunden sind, so wird der Ausdruck 
„Scherfestigkeit" besser vermieden. 

39. Der zulassige Grenzwert der Schubspannung wird mit 
kg bezeichnet; dann gilt flir die meisten Materialien: 

ks = 0,75 bis 0,8 kz . 

(vgl. hieriiber 296); fiir Holz in der Faserrichtung ist aber 
die Schubfestigkeit so gering, daB man es in dieser Richtung 
nicht auf Schub beanspruchen darf. 

40. Der notwendige Querschnitt ergibt sich dann 
wieder: 



era* ^ . > 

^s (kg/cm-) 



FmTi« ^ 



ganz ahnlich, wie bei der Beanspruchung auf Zug und 
Druck(30). 

Werte fiir ka vgl. Taschenbucii der Hiitte; Festigkeitslehre, C. 

Gleitung und Gleitmodul. 

41. Als Mafi fiir die Formande^ung eines auf Schub be- 
anspruchten Stabes gilt derjenige Winkel (y), den in Fig. 3 
die Seiten eines kleinen Wiirfels von 1 cm Seitenlange im 
deformierten Zustande (punktiert) mit den ursprlinglichen ein- 
schlieBen. Dieser Winkel heiBt „Gleitung" und hat fiir 
die Schubfestigkeit eine ahnliche Bedeutung, wie vorher die 
Dehnung (18) ftir die Zug- und Druckfestigkeit. • 
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42. Bis zu einer gewissen Grenze ist auch hier 
fiir viele Materialien das Verhaltnis der Spannung 
zur Gleitung konstant (19) und mit G, Gleitmodul, 
zu. bezeichnen, so dafi sich ergibt: 



•i 



v; 




i'ig. 3. 

43. Zu dem Elastizitatsmodul (21) steht der Gleitmodal 
in einem bestimmten Verhaltnis, namlich: 

G = 0,37 bis 0,4 E. 

NB. Reine Schubbeanspruchung liegt aiiCerordentlich selten vor; 
meisteus tritt sie zusammen mit Biegung anf. Uber die Zasammensetznog 
von Schubspannungen mit Biegungsspannungen vgl. Kap. : Zusammen- 
gesetzte Festigkeit. A us demaelben Grunde ist es auch sehr schwer, die 
Untersuchungen fiir die Schubfestigkeit in der Materialpriifungsmaschine 
so eingehend zu fiihren, wie dieses fiir die ubrigen einfachen Bean- 
spruchungeu moglich ist. 



C. Beanspruchung auf Biegung (Biegungsfestigkeit). 

Yoraussetzungen und AUgemeines. 

44, Man denke sich einen geraden prismatischen Stab 
(I, 152) durch Schnitte parallel zur Achse in ein Biindel von 
elastischen, diinnen Staben (Fasern) zerlegt, die ihre ForiA 
andern konnen, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. 

45. Die Biegung erfolge durch ein Kraftepaar (12), dessen 
Wirkungsebene eine Hauptachse des Querschnitts (204) in 
sich enthalt (vgl. 226 u. f.). 
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46. Alle ebenen Querschnitte, senkrecht zur Stabachse 
gelegt, mogen auch im deformierten Zustande eben bleiben 
(Bernoulli und Naviers Theorem). 

47. Die Wirkang des biegenden Momentes besteht dann 
offenbar darin, dafi die Fasern des Stabes auf der hohlen 
(konkaven) Seite verktirzt, auf der erhabenen (konvexen) ver- 
langert werden, wahrend die mittlere Faser weder verlangert, 
noch verkiirzt wird, sich also neutral verhalt. 

48. Die Fasern auf der hohlen Seite werden dann auf 
Druck, die auf der erhabenen auf Zug beansprucht, wahrend 
die mittlere Faser spannungslos bleibt. Die Mittellinie der 
letzteren heifit „elastlsche Linie"; die Schnittlinie der 
neutralen Faserschicht mit der Querschnittsflache heiUt „Nen- 
trale Achse'* oder „Nullinie" (NN) des Querschnitts. 

49. Da die Voraussetzung 44 bei Staben, die aus einem 
festen Ganzen bestehen, nicht erfiillt ist, so triflft die darauf 
beruhende Annahme, daB bei Biegung flur Zug- oder Druck- 
spannungen auftreten konnen, nicht genau zu. In den 
Trennungsfugen der Fasern (Langsschnitten) treten vielmehr 
bei einem festen Stabe Krafte auf, die einer Verschiebung 
der Fasern gegeneinander entgegenwirken. Die von diesen 
Kraften herriihrenden Spannungen (Schubspannungen,' 262) 
sind so zu beriicksichtigen, dafi man fur die zulassige Bean- 
spruchung des Materials solche Werte (kb, 73) setzt, die aus 
Biegjungsversnchen gewonnen sind (vgl. Bach, Elastizitat und 
Festigkeit: Diskussion der Biegungsgleichungen). 

50. Die Bedingung 45 ist auch nur in einzelnen, be- 
sonderen Fallen erfiillt ; gewohnlich . erfolgt die Belastung 
durch Einzelkrafte oder Belastungsflachen , senkrecht zur 
Achse des Stabes. Uber die sich hieraus ergebenden Ab- 
weichungen siehe 57, 58. 

51. Voraussetzung 46 ist dagegen meistens genau ge'nug 
erfiillt und haben die darauf gegrlindeten Annahmen durch 
genaue Versuche (von Bauschinger, F5ppl, v. Bach) Bestatigung 
gefunden. 

Die Biegungsspanniiiigeii. 

52. Die Formanderung eines gebogenen Stabes (Fig. 4) 
ist offenbar so aufzufassen, 'dafi ein dicht neben dem 
Schnitt a b liegender Querschnitt aus seiner urspriinglich 
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parallelen Kichtung ef in die gedrehte Lage cd gebracht 
wurde. 

53. Dabei wurde die Faser im Abstande y von der Achse 
am .^, die aufierste Faser dagegen um I verlangert ; aus dem 
Dreieck hf d folgt dann; 

^ = 1. 
X e 




54» Liegt die Formanderung des Stabes innerhalb der 
Proportionalitatsgrenze (19), so verhalten sicli die Spannungen 
wie die Dehnungen (oder Verlangerungenj, mithin: 

-i = -' Oder: 
o e 



^ e' 
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VII. Abschnitt. 



d. h. die Anderung der Spannungen erfolgt bei solchen 
Materialien, welche dem Hookeschen Gesetze folgen (23, NB.), 
von der elastischen Linie bis zum Rande*des Qu«rschnittes 
nach einer geraden Linie (Geradliniengesetz von Navier). 
Fiir die Druckseite ergibt sich ganz etwas Ahnliches. 



1 



Die erste Hauptgleichung (Fig. 5). 

55. Als Normalfall zur Ableitung der I. Hauptgleichung 
bezieht man sich auf den eingespannten Stab, der am freien 
Ende durch eine Einzelkraft P belastet ist (Fig. 13). Legt 
man 4ann einen Schnitt oa in der Entfernung x von P (Fig. 5) 
und bringt an diesem Schnitt die Spannkrafte a^.f als auBere 
Krafte an (8), so mu6 zwischen diesen und der Kraft P 
Gleichgewicht herrschen. Die allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen (I, l(j5) liefern dann die folgenden Beziehungen : 



^^t^__l — 





Fig. 5. 

56. Nach der ersten Bedingung (Summe der Horizontalen 
= Null) mu6 sein: 

S ^1 . f = 0, Oder nach 54 : 

e ^ 
2 f .y aber ist nur fur den Schwerpunkt = Null (I, 86), woraus 
sich ergibt: 

Die neutrale Achse (NN, 48) geht durch den 
Schwerpunkt (S) des Querschnittes hindurch. 
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NB. Das trifft nattirlich nur zu, wenn fur das Material des 8tabes 
das Hookesche Gesetz (19) wenigstens annahernd ,gilt. Im anderen 
Falle kann die Neutrale nicht duTch den Schwerpunkt gehen. Vgl. 
auch 235 u. f. 

57. Die zweite Bedingung (Summe der Vertikalen = Null) 
kann man nur dadurch erflUlen, daU man in dem Querschnitt 
eine Kraft V hinzufiigt, von gleicher Grofie und entgegen- 
gesetzter Richtung, wie die Kraft P. Dann ist: 

V — P = 0, also V=^P. 

58^ Diese Kraft V beansprncht offenbar den Quer- 
schnitt auf Schub (36); zu den Biegungsspannungen treten 
also noch Schubspannungen hin^u, die allerdings meist so 
gering sind, daB sie vernachlassigt werden konnen (vgl. 
aber 262 u. f.). Dagegeh dient die Ermittlung der Schub- 
krafte noch zu einem anderen Zwecke, auf den spater hin- 
gewiesen wird (89). 

59. Die Krafte P und V liefern nun dasjenige Kraftepaar, 
dessen Moment die Biegung bewirkt. Das Moment ist in 
Fig. 5 (I, 54): 

und heiBt das^Biegungs moment fiir den Schnitt aa, 

60. Die dritte Gleichgewichtsbedingung (Summe der 
statischen Momente = Null) liefert fiir den Drehpunkt S: 

9Kx = p.x==2;(7i.f.y, 
woraus (54): 

Oder (I, 406, 419): 

Hierin ist J das (aquatoriale I, 409) Tragheitsmoment des 
Querschnitts in bezug auf die N-Achse. 

Diese Gleichung heiBt die I. Hauptgleichung' der 
Biegungslehre. 

61* Man pflegt hierin noch zu bezeichnen: 

e 
als Widerstandsmoment der Flache und erhalt danach: 
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Da W ein von den Abmessungen des Querschnitts allein ab- 
hangiger Aiisdruck ist, so dient diese Gleichung zur Ermitt- 
lung der Dimensionen eines auf Biegung beanspruchten Stabes. 

Di^ Formanderung des Stabes (IL Hauptgleichung), 

62, In Fig. 4 ist der Punkt C als Schnittpunkt zweier 
unendlich benachbarter Normalen der Kriimmungsmittelpunkt 
und C g der Krummungshalbmesser (q) der elastischen Linie. 
Dann folgt aber aus den ahnlichen Dreiecken C g h und h f d : 

?=1 1(18). 
e .A e ^ ^ 

Das ergibt nach 21: 

_ E^e 

und ferner (60): 

_ EJ 

63. Hiernach wird (> = oo, wenn 9Kx = Null wird; d. h. 
an denjenigen Stellen, wo das Biegungsmoment Null ist, geht 
die elastische Linie in eine Gerade liber. Je groiJer das 
Biegungsmoment, um so scliarfer ist die Kriimmung. Die 
Biegungslinie eines Stabes mit konstantem Querschnitt, welcher 
nur durch ein Kraftepaar durchgebogen wird (z. B. 95) ist 
ein Kreis (p = const.). 

• 64. Fiir den Krummungshalbmesser einer Kurve gilt nun: 



/dy\2.3/ 



dx^~ 



dv 
Hierin ist -~- die tg des Richtungswinkels, den die Tangente 

an die elastische Linie im durchgebogenen Zustande mit der 
vorher geraden Richtung einschliefit. Da dieser Winkel bei 
den innerhalb der Proportional itatsgrenze moglichen Form- 
anderungen sehr klein ist, so kann man fur den obigen Aus- 
druck einfacher schreiben: 

Q dx^ E.J ^'"'^- 
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Diese Gleichung ist fiir die Formanderung des Stabes mafi- 
gebend undheifit diell. Hauptgleichung derBiegungs- 
lehre (aufgestellt von Navier). • 

< • « 

Tragheits- und Widerstandsmomente. 

65. Von frtiher her ist bekannt, dafi man das Tragheits- 
moment von der Schweraehse auf jede beliebige parallele 
Achse (im Abstande a) beziehen kann, indem man setzt (I, 422): 

Jo = Js + P.a2; ■ . 

damit wird dann auch: 

J3 = Jo — Fal 

*6. Ebenso sind die folgenden Tragheitsmomente bereits 
bekannt (I, 420): 

1. Rechteck (von b Breite, h Hohe): 

a) N Achse parallel zu b: 

1 

Ji = :^^ b . h*, mithin : 

b) N Achse parallel zu h: 

1 
J2 = :j2h.b^, mithin: 



2 



• ^^-br2~""'6'^' 

2. Kreis, aquatoriales Tragheitsmoment (I, 420, 2 b): 

J = --d* mithin: 
64 

^^ d/2 82 • 

67. Das Tragheitsmoment des D r e i e c k s (Fig. 6) in bezug 
auf die Achse 00 ist gleich dem halben Tragheitsmoment des 
zugehorigen Parallelogramms : 

a) Jo = 2^.b.h^ 

mithin fur die Schweraehse (65): 

• CJalka, Technisclie Mechanik II. 2. Aufl, 2 
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Fur die Grundlinie ergibt sich ^mit a = ti/3): 
c)J.: 




Fig. 6. 



Das WiderstandsmomeHt wild daun fiir die Grnndlinie (mit 

e-h/3): 

' h/s 12 ' 
fiir die Spitze dagegen {mit es^^/gli): 
J. _ b h' 
''l,i~ 24 ■ 
68. DasTraglieits-undWiderstandsmomentdesQuadrates 
(nach Fig. 7 a) ist (6ej: 



W,= 



Kg. 7. 

■■ 12 ' " 6 ' 

fiir das sclirag gestellte Quadrat (Fig. 7b) nach 67c: 

, „ay2(a;2V2)'_a' 
''-*' 12 -ft 
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(genaa wie vorher), dagegen; 



^ . ^MlSa". 



a/aya 

69. Fiir die in Fig, 8 a dargestellten Profile ergibt sich, 
da dieselben io bezug aaf die nentrale Achse (NN) symmetrisch 




sind nnd als die Differenz zweier Eecbtecke (bh und b^-h]) 
erscheinen (66): 

, b, h--b..h.- ., 



w— 



12 
J bh"-b,-h; 



li/2. 6h 

Dagegen sind die beiden Profile in Fig. 8b als Summe der 
Keclitecite (b h und b, hj) aufznfassen nnd daniit wird; 

, b-h'+b,.|l,' 

J= 12- - mi- 

■w _jL _''■]>* + ''■ it,' 

I1/2 ' ' mi 

70, 1st ein Querschnitt' in bezng anf die N-Aclise nn- 
syrametrisch, so mnii die Lage der N-Achse znerst mit Hilfe 
der Schwerpunktsgesetze erniittelt werden (56). Z. B. fur das 
in Fig. 9 dargestellte Prolil liefert der Momentensatz {I. 82, 
83) far die nntere Kante der Figur die ' Gleicliung : 
3-2. 9 + 6. 1 -5 + 2. 5-1 = (3. 2 + 6.1 + 2.5). e. und daraus; 
e,=4,3; e, = 10 — e,— 6,7. 
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Das TrKgheitsmoment der ganzen Flacbe ist daon gleich der 
Summe der (naeh 65) anf die N-Achse bezogenen TrUgheits- 
momente der drei Rechtecke, namtich: 



1 



Fig. 9. 

hierin ist a, = 4,7, aa = 0,7, a^ = 3,3, mithin: 

J = 267,17 cm*. 
Die Widerstandamomente sind: 

1. far die obere Kante: 

2. fiir die untere Kante: 



NB. Ftir konipliziertere zusamniengesetzte Querschnitte empfiehlt 
sieh, mindeatena zur EoatroUe der ansgefUhrten Rechnungen, die Anwendnng- 
der (von Hohr, Cnlraann nsw. aafgeatellten) graphiscben Vertahren. Vgl. 
Galka, Qrapbostatik, Kap.' Schwerpimkte and TritgheitBinoineQle. 

71. Fur die Kreisringflache Tom aaSeren Dnrch- 
messer D, inneren d ergibt sich (66,2): 
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J = ||(B*-d*) und: 

D/2 32 D ^^ . ^• 

72. Fiir die Ellipse erhalt man aus der in Fig. 10 an- 
gedenteten Punktkonstruktion dieser Kurve: 




Fig. 10. 



J = 2;GE.(5.y2 = i:2FE.(J.y2. 

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AFC und BEC folgt 
nun aber: 

AR a 

2 FE = 2 FC . ^ = DC - ^, mithin: 

AC b' 

a 



b ^ 

Der Summenausdruck steUt aber das Tragheitsmoment des 
Kreises yom Durchmesser 2b dar, mithin: 



^ • --r (2 b)* Oder auch : 
D o4 



St 



J;=-i--a-b*: damit wird: 
4 



jt 



W = ^.a.bl 

Fiir die senkrechte Achse als N-Achse wlirde sich ergeben: 

Ji = f •b-a»;W,=f.b.a». 



/ 
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NB. Tragheits- und Widerstandsmomente vieler anderer Qaerschnitte, ^ 
sowie von Walzprofilen vgl. Taschenbuch der Hutte, Abt. Festigkeitslehre 
and Stoffkunde. 

Ermittlung des notwendigen Querschnittes and Auswahl 

der Querschnittsformen. 

73. Bezeichnet man die zulassige Beanspruchung eines 
Materials auf Biegung mit kb (49), sd ergibt sich das not- 
wendige Widerstandsmoment : 

T=kb' 
worin 2Rx das flir den Schwerpunkt des betreflfenden Quer- 
schnittes geltende Biegungsmoment ist.. Soil W in cm^ aus- 
gerechnet werden, so ist 3)1^ in cmkg, kb in kg/cm ^ einzusetzen. 

, Werte fur kb vgl. Taschenbuch der Hiitte : Festigkeitslehre ; iiber die 
Bedeutung des > vgl. 30 Schlufibemerkung. 

. 74. Sollen nun die auBerste Zug- und Druckfaser (48) eine 
gleiche Anspannung erfahren, so miiss en bei Mater ia lien, 
welchegleicheZug-undDruckfestigkeitbesitzen 
(FluBeisen, SchweiUeisen, Stahl), die auBersten Fasern 
gleiche Abstande von der neutralen Achse erhalten, 
so dafi diese in die Mitte des Profiles zu liegen kommt. 

75. Bei Querschnitten, die in bezug auf die N- Achse sym- 
metrisch sind, ist diese Bedingung ohne weiteres erlullt (I, 86, 
SchluB); im anderen Falle wahle man die Abmessungen des 
Querschnittes bis auf e i n e beliebig und berechne diese letztere 
so, daB der Schwerpunkt in die Mitte fall t. 

76. Bei GuBeisen als Material ist zu beachten, daB die 

Druckfestigkeit rund 3mal so groB ist, als die Zugfestigkeit. 

Sollen auch in diesem Falle die beiden auBersten Fasern ftir 

die Ubertragung des Bieguogsmomentes gleich tragfahig sein, 

so muB flir die Abstande derselben von der N- Achse gelten (60): 

J J 

9Kx = ---kz = — kd, Oder: 

ez • Cd ' 

e^ Kz 1 

ed ~ kd "" 3 

(Hierin gilt der Index z fiir die auBerste Zug-, d fur die aufierste 
Druckfaser.) . • 

Die Abstande der auBersten Fasern von der Neutralen 
miissen sich dann also wie 1:3 verhalten. 
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77. Die hiemaeh sicli ergebenden unsymmetrischen Profile 
filr GuBeisen heiSen QuerschnittegleicherFestigkeit. 
Die Abmessungeii kiinnen wieder beliebig gewahlt werden, bis 
auf eine, die so zu berechiien ist, daB fiir die Lage der N-Achse 
die obige Bedingung, erfuUt ist. Soiche Rechnungen liaben 
aber nur so lange einen Zweok, als der TrSger nor nach einer 
Seite durchgebogen wird, da im andereii Falle eiu Wechsel 

. zwischen der Zng- und Druckseite des Querschnittes eiDtritt 
(vgl. 107).- 

78. Was im iibrigen die Auswahl der Quersphnittsform 
betrifft, so ist dieselbe von der Eiiifachtieit der Herstellung, 
dera Materialaufwand, deo Kosten usw. abhangig. 'Wa.hrend 
sich z. B. aus GuBeisen schlieBlich jede Form einfacb and 
billig herstellen laBt, ist man bei Holz, FluBeisen usw. auf 
bestimmte Formeii beschriLukt. 

79. Fiir Holz ist z. B. nur ein rechteckiger Querschnitt 
einfach herzustellen. Dann ist zu beachten, daB das Bechteck 
stets aufrecht (hocbkant) zu stellen ist. In Fig. 11 a ist z. B. 
fur b = h/2 (66): 



"^^^ eaM>^. 



dagegen in lib: 



W,= 



h-(h/2)' „h' 
6 ^4' 



mitbin bei gleichem Materialaufwand: 

Wi = 2 W„ 
Oder das erste Profil doppelt si tragfiihig wie daa zweite. 

80. Ferner ist es zweckmaBig, in der Nahe der elastiscben 
Linie (48) weaig Material anzuhaafen nnd dasselbe miiglichst 
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nahe dem Rande anzubringen, dort, wo die Fasern am meisteii 
angestrengt werden. Daraus ergeben sich, vor allem fiir (iu6- 
eisen, groBe Vorteile, wenn man statt voller Querschnitte bohle 
zur Ausfiihrnng bringt. 

81. Sollen z. B. die beiden Profile Fig. 12 gleiehe Trag- 
fahigkeit besitzen, so muB: 



Pig. 12. 

W=Wj Oder (66, 71): 
ft D*-d»_^ « 
32" D 32 ' 

sein. WJlhlt man nun etwa d == 0,7 D, so wird : 

D = L12di und d=0,78d,. 
Die FlSrCheninhalte sind dann aber: 



1 



.F.=v^.S 



F = 0,646- ;di^ — 0,646 F,; 

mitliin erzielt man hier bei der Ausflihiung des hohlen Qner- 
schnittes 36,4% Materialgewinn. 



I. Die einfachen, statisch bestimmten Bela8tung8f3.11e. 

a) Der horizontal eingespannte Trager ohne Stiitze 
(Freitrager). 

82. Vorausgesetzt sei in alien Fallen dieses Abschnittes, 
daB es sich nm einen geraden, prismatlschen Stab 
handelt (I, 152), dessen Qnersehnitte alle untereinander gleich 
sind. Da jeder Querschnitt nach dem fur ihn geltenden 
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Biegungsmoment zu berechnen ist (73), so mtissen hiei alle 
Flachen gleich derjenigen ausgefiihrt werden, in welcher das 
Biegungsmoment seinen grofiten Wert annimmt. 

83. Derjenige Querschnitt, in welchem das grofite 
Biegungsmoment (SJfmax) zu erwarten ist, heifit der ge- 
fahrliche. Nur in dem gefahrlichen Querschnitt werden 
die Spannungen in voUer Grofie auftreten, wird also das 
Material voll ausgentitzt, in alien anderen dagegen nicht. 
Die Berechnung des notwendigen Widerstandsmomentes aller 
Quersehnitte erfolgt dann nach (73): 

WiUlmax (cmke:> 
(cm») = t;^ 

Kb (kg/om=) 

84, Das Wesen der festen Einspannung besteht 
darin, daB im Einspannungspunkte die vorher gerade Tr^ger- 
achse Tangente an der elastischen Linie des durchgebogenen 
Stabes ist. 

Uber das Zotreffen dieser Voraussetzung vgl. C. • Bach : Elastizitat 
nnd Festigkeit § 53. 

FreitrSger, belastet durch eine Einzelkraft (Fig. 13). 

85. Das Biegungsmoment in dem im Abstand x von der 
eingespannten Stelle gelegten <5uerschnitt aa ist (55, 59): 

2Rx = P(l-x); 
fur x = l wird 2Wx = 0, 

„ X = „ 2Rx = P-l = attmax. 

Der eingespannte Querschnitt ist also der gefahrliche (83). 
Die Schubkraft im Schnitt aa ist dann (57, 58): 

Vx = P 

und senkrecht nach oben gerichtet. 

86, Uber das Vorzeichen des Biegungsmomentes ist 
folgendes zu bemerken: • • 

Denkt man sich statt der Einspannung eine Unter- 
stutzung nach Fig. 13 b ausgefiihrt, wodurch an dem Gleich- 
gewicht des Tragers nichts geandert wird; so ist (I, 105, 2): 

A + P — B = 0, ferner (I, 105, 3) : 

a 
und damit wird: 
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Damit wird das Biegungsmoment im Einspannungspunkt B 
(1,41): 




Pig. 18. 
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aRB = — A.a = — P.l ^ 

Von links her bestimmt, ist das Biegungsmoment fur den 
eingespannten, wie fur jeden anderen Qaerschnitt negativ, wie 
dies ja auch klar ist, wenn man den verschiedenen Drehungs- 
sinn der Momente der Spannkrafte (Fig. 13 b) fiir den linken 
und rechten Teil beachtet. Das ist nun fiir die Richtung 
des Kriimmungsradius der elastischen Linie wichtig; denn 
ein von links her bestimmtes negatives Moment 
biegt den Trager so dnrch, daS der Kriimmxings- 
radius nach unten zeigt (Fig. 13e). Ein positives 
Moment wurde den Trager gerade entgegengesetzt durchbiegen. 

87. Man pflegt nun die Biegungsmomente und Schubkrafte 
in jedera Querschnitt auch noch, der besseren Dbersicht 
halber, graphisch aufzutragen und erhalt fiir die Biegungs- 
momente das Dreieck CDE (Biegungsmomentenflache, Fig. 13 c), 
da die Anderung des Momentes nach der Gleichung ftir Wlx (85) 
geradlinig verlauft. Mit Rucksicht auf die Richtung der 
Durohbiegung (86) wurden die Ordinaten von CD aus nach 
unten angetragen. 

88. Fiir die Schnbkrafte erglbt sich das Rechteck FGJH 
(Schubkraftdiagramm, Fig. 13 d), da (nach 57) die Schubkrafte 
in alien Querschnitten untereinander 

gleich sind, namlich gleich der aufieren 
Last P. 

89. Stimmen in zwei unendlich dicht 
benachbarten Querschnitten (Fig. 14) die 
Richtungen der Schubkrafte iiberein, so 
ist annahernd: 

aKii==a»i + Vi.A>aRi, 

die Biegungsmomente wachsen also von 
links mach rechts. Hatte Vi die ent- 
gegengesetzte Richtung, so ware: 

aRii=aKi-Vi.A<aRi; 

d. h. die Biegungsmomente nehmen ab. 
Dort, wo dieSchubkraft ihre Richtung wechselt, 
liegt ein Maximum des Biegungsmomentes. Das 
triflft z. B. in Fig. 13 fiir den eingespannten Querschnitt zu, 
wenn man die Schubkraftflache fiir den eingespannten Teil 
mit hinzuzeichnet. 
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Es kann also die ErmittluDg der Schubkrafte in yielen 
Fallen zur Bestimmnng der Lage und GroBe des Maximal- 
momentes dienen. 

90. Was die Durchbiegung (Fig. 13 e) betrifft, so ergibt 
sich, wenn man in der II. Hauptgleichung (64) fur 9Rx seinen 
Wert (86) einsetzt: 

dV_P(l-x; 
dx2"~ E.~e7 

und hieraus folgt durch Integration: 

Die Integrationskonstante C bestimmt man daraus, daS far 
die Einspannungsstelle : 

dv 
X = und ~ = 0, also auch C = wird. 
ax 

Am freien Ende (x = l) wird dann: 

tga = « = 2jj^, 

da fiir so kleine ^ a, wie sie innerhalb der ProportionalitSts- 
grenze moglich sind, die tg gleich dera Winkel a selbst zu 
setzen ist. 

91. Nochmalige Integration der obigen Gleichung liefert 
dann: 



y=^(^-^-^')+^- 



Hier ist wieder (Fig. 13 e) fiir: ' 

x = auch y = 0, mithin C = 0. 
Damit lautet die Gleichung der elastischen Linie: 



y E.J\2^ 6 ^ / 



und die Senkung des freien Endes (Dnrchbiegung f) wird (fur 
x=l):. 



r" 
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Die Belastnng ist fiber die ganze LSnge gleichmSBig verteilt 

(Fig. 15).- • 



92. Fur das Stuck der Belastungsflaclie (I, 184) von der 
Lange (1 — x) ist das Biegnugsmoinent im Schnitt act : 

P (1 - x)^ 
2 



2»x = 




Fig. 15. 
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fiir x = l wird 9)?x = und 



pi 



2 



der eiDgespannte Querschnitt ist auch hier der gefahrliche (83). 
Die Schubkraft im Querschnitt aa ist: 

Vx = p(l-x); 
fur x = l ist Vx = und 
„ x=:0 „ Vx = p.l. 

93. Trjtgt man die Biegungsmomente wieder graphisch auf, 
so erhalt man als Begrenznng der Momentenflache eine Parabel, 
denn die Gleichung fiir 2)?x (92) entspricht einer Parabel mit 
dem Scheitel in B. 

Die Begrenznng der Schnbkraftflache ist dagegen nach 
der Gleichung. fiir Vx eine Gerade (EF). 

94. Die Formanderung ergibt sich, indem man ansetzt 
(64, 92) : 

d^y P(l— x)2 

folgt; damit wird (fiir x = l): 

"~6EJ 

Femer ergibt die nochmalige Integration der obigen Gleichung: 

p /P.x^ l-x^ x^\ 

'•^"~2EJ\ 2 3 ^12/ 

als Gleichung der elastischen Linie. Die Integrationskonstanten 

werden aus denselben Griinden, wie vorher = Null (90, 91). 

Die Senkung des freien Endes ergibt sich dann wieder (fiir x = 1) : 



f = 



8EJ 



Die Belastung erfolgt durch ein konstantes Moment 

(Fig. 16). 

95. Das am freien Ende wirkende Kraftepaar ruft in 
jedem beliebigen Querschnitt ein Biegungsmoment hervor von 
der Gr6Be'(I, 54, 60): 

3« = Pa; 



T' 
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alle Querschnitte sind gleich gefahrlich und die TragtShigkeit 
des Materials wird voll auageniitzt (83). Die Schubkraft ist 
Uberall = Null, da vertikale Krafte nicht vorhanden sind. 
Die BedingUDg 45 ist in diesem Falle genan erfiillt. Die 
BiegungsiDomentenflficlie ist ein Eechteck ton dBr Hebe P-a. 




Fig. 16. 
96. Die II. Hauptgleichnng liefert (64): 

dx^ K-J' 
dy_an-x 

dx^"E"-J' 



woraas fur x^l: 



EJ 



-,-fo]gt. 



Ferner ist die Gleichnng der elastisclien Linie: 



und daraus folgt fiir x = l: 



2E-J 



Die Integrationskonstanten sind wieder=NuII (90, 91). 
Die Biegungslinie ist ein Kreis (63) Tom Radius (62): 
R..T 
?= m = const 
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VII. Abscbnitt. 



NB. Wirken gleichzeitig mehrere Einzelkrftfte, oder ist der Trager 
durch eine Belastungsflache aud gleichzeitig durch Einzelkrafte belastet, so 
ist das Maximal moment die Summe der von den einzelnen Beiastnngen her- 
rtthrenden Momente; ebenso setzt sich die Gesamtdurchiiiegong aus den 
Betragen znsammen, welche- die einzelnen Lasten, jede fur sich betrachtet, 
liefern wtirden. Bei laiigen TrS,gern uini^ anf das Eigengewicht Riicksicht 
genommen werden, welches eine uber die ganze Lange gleichmaCig ver- 
teilte Belastiing bildet. 



b) TrSger anf zwei Stutzen. 

Belastung durch eine Hinzelkralt (Fig. 17). 

97. Die DnterstiitzTing moge auf horizontalen Stiitzflachen 
erfolgen, und zwar so, dafi eine Ausdehnung in horizontaler 
Richtung mOglich ist; dann darf aber hochstens ein Sttitz- 
punkt in feste Verbindung mit dem Auflager gebracht werdien 
(I, 131). Ist die auBere Last (P) senkrecht gerichtet, so sind 
auch die Stiitzendriicke A und B (Anflagerdriicke-Wider- 
stande oder -Keaktionen) von senkrechter Richtung (I, 134). 
Die Stiitzweite (1) ist dann von Mitte bis Mitte Auflager zu 
rechnen. 




VA//^/< 



Fig. 17. 

98. Fiir die GroBe der Auflagerdrticke ergibt sich (1, 105, 2) 

A+B=P • 



2Rx = A-x= ,' x; 
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und ferner (I, 105, 3) fiir Drehpunkt A: 

p. a 
B = - ,— , mithin : 

P.b 
A=P~-B= j^ . 

99. Das Biegungsmoment in dem Telle, links von der 
Kraft P, folgt im Schnitt aa zu: 

Pb 
1 

fiir X = wird SWx = 0, 
• __ rwv. P • a^b ^.j 

Fiir den rechtsseitigen Teil wird im Schnitt ^^: 

aKxi = Bxi= i^Xi; 

furxi=0 folgt aKxi=0, 

_, «« _P.a.b 

Das Moment SWxi ist, von links her aufgestellt, auch ein rechts 
drehendes; beideMomente biegen also den Trager so durch, daB ■ 
der Kriimmungsradius nach oben zeigt (86, SchluB). 

100. Die Biegungsipomentenflache zeigt 
zwiscben den oben genannten Grenzen "geradlinigen 
Verlauf (nach der Gleichung flir SKx und SD^xi)? wie dies 
bei Belastung durch Einzelkrafte stets der Fall 
ist (87). 

101. Die Schubkrafte sind (57): 

im Schnitt aa Vx = A, 

. „ P^ Vxi = A-P = B • 

und zwar negativ, da P>A (98) ist. Die Schubkraftflache 
zeigt dann einen positiven uud einen negativen Teil und an 
der Stelle, wo der Richtungswechsel im Vorzeichen eintritt, 
liegt ein Maximum des -Biegnngsmomentes (89). 

102. Bei symmetrischer Siellung der Last P (Fig. 18) wird: 

P 
A = B= , ferner: 



PI 

4 

Galka, Teclinisclie Mcclianik II. 2. Autl. 



SWmax = 



1 
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Da die Darchbiegung dann in bezug anf die Mitte symmetrisch 
verlauft, so ist fur den mittleren Querschnitt die Bedingung 
der festen Einspannuag erfiillt (84). Dann wird aber (90): 

P/2(l/2)« P-l« \, /Q,x 

- _ p/2(i/2)« _ jp-ji;^ 

~ 3 E.J ~48E.J' 




Fig. 18. 



A=- 



Trager mit iiberragendem Ende, durch Einzelkrafte belastet 

(Fig. 19). / 

103. Die Anwendung der III. Gleichgewichtsbedingung 
(I. 105, 3) liefert fiir Drehpunkt A : 

P,-a + P, (c + 1) 

B_ -T~—' 

fiir Drehpunkt B dagegen: 

_Pi.b— P^.c 
1 

Wahrend B immer positiv (d. h. senkrecht nach oben ge- 
richtet) ist, kann hiernach A negativ werden, namlich wenn: 

P2.c>Pi.b 
wird. 

104. Ein negativer (nach unten zeigender) Auflagerdruck 
verlangt nattirlich Stiitzung von oben (Fig. 19 a). Dann ist 
aber jedes Biegungsmoment, von links her aufgestellt, negativ, 
mithin zeigt fiir die ganze Lange des Tragers der Krummungs- 
halbmesser nach unten (86, SchluB). 

105. Ist dagegen P^.b ^ P2-c, so sind beide Lagerdriicke 
positiv, also nach oben gerichtet (Fig. 19 b). Das Biegungs- 
moment in der Kraftrichtung Pj ist dann: 

aRi = A.a 
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and voE links her positiv; in der Kraftrichtnng B dageg^n: 

von links her bestimmt, negativ. Tragt man das positive 
Moment nach oben auf, so hat man das negative Moment 
naeh unten anzntragen und zwischen diesen Ordinaten gerad- 
linig zu begrenzen (100). Die Eiegungsmomentenfiache be- 
steht also aus 2 Teiien. einem positiven und einem negativen 
mit je einem Maximum in den KraftricUtnngen Pj und B; 
zwischen beiden liegt ein Punkt C, wo das Bieg'ungsmoment 
= Null ist. 




106. Der positive Teil der Momentenfl^he biegt die 
elastische Linie so durch, dafi der Krilmmungsradins uach 
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oben zeigt^ der negative Teil gjerade entgegengesetzt (86, 
SchluB). Im Punkte C wechselt der Krummungsradius seine 
Kichtung, Mer liegt also ein W e n d e p u n k t d e r B i e g u n g s - 
linie. * 

107. In) Punkte C findet audi ein Spanniingswechsel statt; 
links liegt die S-uBerste Druckfaser oben, die Zugfaser unten, 
rechts dagegen gerade umgekehrt (48). Der Quersclinitt C bleibt 
selber spannungslos, da das Biegungsmoment in ihm = 
Null ist Cie Lage des Punktes C kann ancli rechnerisch 
bestimmt werden, indem man ansetzt: 

SD^x = A -x — Pi (x — a) = 0, • 
woraus : 

_ Pj.a '. 

""-pT-A 

folgt. 

108. Die Berechnung des jiotwendigen Widers.tands- 
momentes muU natiirlich aus dem . absolut groBten Moment, 
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen, erfolgen. Ist die Auf- 
gabe so gestellt, daU die Stlitzenstellung beliebig gewahlt 
werden kann, so empflehlt es sich; sie so anzunehmen, dafi 
die beiden Maximalmomente gleicli gro6 werden, also: 

P2.c = A.a, 
woraus folgt: 

__Pi ^b 

^■~P,*l+a" 
Die hieraus sich ergebende Stlitzenstellung ist die g u n s tig s.t e 
und liefert den tragfahigsten Balken. 

109. Die Ermittlung der Schubkrafte ist wieder einfach und 
liefert eine Flache mit 2 positiven und einem negativen Teil. 
Entsprechend den beiden Maximal moment en findet ein 
Richtungswechsel in der Schubkraft in der Kraftrichtung P 
und iiber der Stiitze B statt. 

Wirkung einer gleichmaUig verteilten Belastung (Fig. 20). 

110. Das Gewicht der Belastungsflache (p-1) verteilt sich 
auf die beiden Auf lager gieichmafiig, so daB: 

\ = B=P'^ 

ist. Das Biegungsmoment im Abstande x von links wird: 
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p.x 



fur X =- wild m^ = 0, 
.. x = 



1 

2 



p.l 



n 



•y'x — o — i'lmax- 




Fig. 20. 

111. Die Bie^uiigsmomentenflache ist symmetrisch in bezug 
auf die Mitte und im tibrigen parabolisch begreiizt; denn wenn 
man 2Rx fiir die Koordinaten Xq und yo bestimmt, so folgt: 



f % - 


. «.• . 




^^^.^ 




Al- . > 


\^- 


'<?^^.\v 


'•*.^ : 


/, ^ -f ■. 


. '■•• 


«-^v:v 




^.•... -' 


■'•:' '^ 


. V; . », 


"■T.- 


• ■•*. : 


■% V 


■. ,'! ■'^ .' 


i/.^.,-. 




y*v .' 


. •.^,;- > ■ 


^f-v- 


/ 


1t^'.;:. 


*•. ■ 


^'- 


. _, , ^ 


iv-* 


*-Tt" 


Ss.^:s 


':- 1 ." • 


^-? 








^^ 


'*:■ •■ 1 . 



38 Vir. Abschnitt. 

woraus sich nacli der Figur: 

P 

d. h. die Gleichung einer Parabel ergibt (vgl. 93). 

112. Fiir die Schubkraft ergibt sich: 

m 

Vx = p(2 — x|, mithin: 

P -1 
fiir y == wird Vx = ^^ , 

. „ x = l/2 „ Vx = und 

Also andert sich die Schubkraft zwisehen den Grenzwerten + ~ 

nach einer Geraden und wird in der Mitte=Null, dort, wo 
das Maximum im Biegungsmoment liegt. 

113. Urn die Durchbiegung in der Mitte zu finden, be- 
achte man, da6 fiir den mittleren Querschnitt die Bedingujig 
der festen Einspannung erfuUt ist (102, 84). Dann wird aber 
jede Halfte des Tragers nach oben (-f ) durchgebogen durch 

die Kraft ^, nach unten (— ) dagegeri durch die Belastungs- 

flache; dann wird offenbar (90, 94): 

p.l /l\2 /I. 8 

2 



a 



a 



j(l)' Mil 

2E.J 6E.J 

pi* 



24EJ 

und ferner (91, 94): 

p.l /1\8 /I 



{^ 



2 \2I ^'\2 



3 iii • tT. 8 K • J 

5 pi* 



'~384 EJ 
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Derselbe Trager mit symmetrisch uberragenden Enden 

(Fig. 21). 

114. Die Stiitzendrucke sind bei der symmetrischen Be- 
lastung : 



A = B = 



2 




J 



Fig. 21. 
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•I 

Das Biegungsmoment iiber den Stiitzen A und B wird: 

das Moment in der Mitte dagegen: 

mc-^~^ {21 -h). 
115. Hiernach kann auch 3Wc < Null werden, namlich wenn : 

ist; dann erfolgt die Durchbiegung des Tragers so, da6 fur 
seine ganze Lange der Krummungshalbmesser nach imten 
zeigt (86). . 

T 

. 116. 1st dagegen . !> ,. , so wird 3Kc > Null und biegt 

dann den Trager gerade entgegengesetzt durch, wie die beiden 
Momente 2Ra und TOb. Die Biegung^momentenflache (Fig. 2 lb) 
besteht dann aus einem positiven und zwei negativen Teilen, 
die durch Parabelbogen begrenzt werden (111); die Punkte 
D und E sind wieder Wendepunkte der elastisclien Linie(106) 
und die zugehorigen Querschnitte bleiben spannungslos (107). 

117. Die Schubkrafte sind in jedem Schnitt gleich der 
Grofie der aufieren Belastung; das Schubkraftdiagramm zeigt 
wieder geradliiiige Begrenzung zwischen den Auflagern und 
nach den Endpunkten hin, (112). Ein Eichtungswechsel in 
der Schubkraft findet in 3 Punkten statt, entsprechend den 
drei Maximalmomenten in A, B und C. 

118. Die giinstigste Stiitzweite, welche den tragfahig- 
sten Balken liefert, erhalt man wieder, indem man (108):, 

TIa = m = 2Rc, otler : 

P-A(21-L) = -P(L-1)^ 

setzt. Das ergibt dann: 

1 = 0,5858 L. 

Fur diesen giinstigsten Fall wird dann jedes Moment: 

2»max = 0,1716. V8P•L^ 

d. h. bei gunstigster Stiitzweite wird der Trager ca. 6mal so 
tragfahig, als wenn er in den Endpunkten unterstlitzt worden 
ware (110). 
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NB. Bei kompiizieiteren Belastuiigs fallen empiehlt sick wieder, statt 
des rechnerischen, die Aiiwemiung von zen,knerischeii V ertahren : ygi, Galks, 
Grapkostadk : TrBger auf 2 Stiiizen mit diiekter indirekter und mobilet 
Belasning. ' 



II. Statisch unbestimmte Belastungsfalle. 

a) Der horizontal eingespannte Trager mit Endstiltze, 
gleichmaltig belastet (Fig. ~22). 

119. Voransgesetzt iat/daU EitispaBnungsstelle und Stiitze 
genau in eiiier liorizontalen Etene liegea. 



Fig. 22. 

120. Durcli die Hiiizufiigung der Endstfltze wird die Be- 
festigung des Tragers eine iibermaGige, denn die Einspannung 
hatte fftr sich schon geniigt, um Gleicligewicht zii bewtrken; 
dadurch wird inin aber der Stiitzendrurk (A) statisch iin- 
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bestimmbar (I, 129). Die GroBe von A ist daiin von der 
Hohenlage der Stiitze abhangig; man kann sich die Stfitze so 
weit gesenkt denken, daB A = wird, je hoher man sie dann 
hebt, um so groBer wird A (I, 130). 

121. Die Senkung des freien Endes. durcli die Belastungs- 
flache (nach Entfemung der Stiitze) betragt (94): 

^~8E.J' 
die durch die Einzelkraft A bewirkte Hebnng dagegen (91): 

• 3 E* J 
Soil dann die Bedingung 119 erfullt sein, so muB: 

f,-f,=:0 

sein, woraus: 

A==«/3p.l 
folgt. 

122. Nach dem Obigen wird durch die Belastungsflache 
der Trager nach unten durchgebogen, durch die Kraft A da- 
gegen nach oben, so daB di6 Biegungslinie einen Wende- 
punkt (C), die Momentenflache einen positiven und einen 
negativen Teil zeigt. An einer beliebigen Stelle (x) wird: 

fur X = wird Wl^ = 0, 

8 
Der eingespannte Querschnitt ist ein gefahrlicher. 

123. Die Lage des positiven Maximalmomentes ist ent- 
weder aus der Schubkraftflache zu entnehmen als derjenige 
Punkt, wo die Schubkraft aus dem + in den — Teil iibergeht 
(89), Oder rechnerisch zu ermitteln als derjenige Punkt (Xj), 
in welchem: 

Vxi = '/8P-1 — P-Xi=0 

wird. Dann ergibt sich Xj = % 1 und damit wird (122): 

+ 2»„.ax=%p.l(«/sl)-|-(«/sl)^ 

Die Berechnung des notwendigen Widerstandsmomentes hat 
also aus dem negativen Maximalmoment zu erfolgen. Denkt 



n X = 1 „ 3Rb = Q— = — aJCmax. 
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man sich die Stiitze soweit gesenkt, dafi gar keine Beruhrimg 
mehr stattfindet, so vergroBert ^ich das Einspannangsmoment 
urn den 4 fachen Betrag (nach 92). ^ Dnrch die Hinzufugung 
der Stiitze in gleicher Hohe mit der Einspannungsstelle wird 
also die Tragfahigkeit des Balkens 4mal so grofi. 

124. Die Lage des Wendepunktes (C) folgt, wenn man (122): 

3»xo='/8P-l-Xb- |-Xo^ = 
setzt (105, SchluB). Dann ergibt sich aber: 

Xo = «/, 1, 

d. h. das + Maximum des Biegungsmomentes liegt in der Mitte 
zwischen den beiden Nullpunkten A und C. 

125. Aus der II. Hauptgleichung folgt (64): 

dx 
Damit wird: 



^- e; J (% P-l-x~P|-) (nach 122). 



Die Integrationskonstante bestimmt sich daraus. daU fiir x = 1 

dv 
(die eingespannte Stelle) 3^ = wird (84) ; dann ergibt sich 

aber : 

^ = ~"E.JT8*P*^'- 
Nochmalige Integration liefert: 

« 

Fiir x==l wird y = und damit auch C = 0; die Gleichung 
der elastischen Linie ist somit: 



^=i^«(»^'-T— •) 



126. Die groBte Durchbiegung liegt offenbar dort, wo die 
Tangente an die Biegungslinie horizontal verlauft. Setzt 
man dem'nach (125): v 

^1 = 
dx ' 



1 



so Mgt x^ 0,422 I, worans sich aus der Gleichung fiir y 
(125) die grOfite Durchbiegofag selbst ergibt zu; 

_i p.i' 




T 



t'lg. 23. 



b) TrSger aut 3 Stiitzen bei symmetrischer, Stiltzenstelhmg 
und gleiehmiiBiger Belastiing (Fig. 23). 

127. Voraussetzung ist bier, dalJ alle 3 Stiitzen in einer 
borizoiitaleii Kbene liegeti (119). 

■ 128. Da fiir den raittleren Qiie'rsdinitt (C) die Bediiignng 
der festen Einspannung erfiillt ist (84), so stinimt offenbar fiii' 
jeden Teil von der LSnge 1 dieser Fall mit dem des vorigen 
Tragers iiberein. Damit wird dann aber (1211: 

A = B=-»'gp.l, 
nittbiii; 
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Ferner wird (122): 

als negatives Maximalmoment, nach welchem alle Querschnitte 

zu bereclinen sind. Die Wendepunkte D und E lie^en in der 

EntfeniuDg 1/4 von der Mittelsttitze, die positiven Maxima urn 

^/s 1 von den EndstMzen entfernt. Die groBten Darchbiegungen 

sind dieselben, wie die in 126 bestimmte. 

129. Wenn die Mittelsttitze gesenkt wird, so nimmt das 

Moment Wc ab, wahrend die positiven Maxima wachsen und 

zugleich nalier an die Mittelsttitze rucken. Wird diese so 

weit gesenkt, daB C^rrrNnll wird, so liegt in der Mitte ein 

positives Maximum von der GroBe (110): 

p(21)^ p.l2 



,-m P(21)^ p-1 



d. h. viermal so graB, wie oben. Durch die Hinzuftigung der 
Mittelsttitze wird also die Tragfahigkeit des Balkens wieder 
um den 4fachen Betrag erhoht (vgl. 123 SchluB). 

c) Der doppelt eingespannte Trager, gleichmufiig belastet 

(Fig. 24). • 

130. Vorausgesetzt ist hier, daB die beiden Einspannungs- 
stellen in einer horizontalen Ebene liegen mtissen (vgl. 119, 
127). " 

131. Man kann sich vorstellen, der Trager sei zuerst in 
A und B gesttitzt worden und durch die Belastungsflache 
nach unten (positiv) darchgebogen. Bei der Einspannung sind 
dann die beiden Tragerenden durch die Einspannungsmomente 
SKa nnd WIb so weit hernntergebogen worden, bis sie horizontal 
gerichtet sind; das gibt dann far die beiden auBeren Seiten 
eine entgegengesetzte (negative) Darchbiegung. 

132. , Die Auflagerdrticke werden: 

2 
An einer beliebigen Stelle (x) wird: 



aj?^ = _aKA + A.x— ?|- 



niithin.(64): 



L 
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K E.J\ 



dfy 

dx 

dy 

dx E 

dy 



awx+^.x-?^ 



2\ 



_i^(-aK.vX + fp-l-x^-^-P^*) + C; 



fur X = ist -^ = (84), mithin C = 0. 




Fig. 24. 

Da nun wegen der symmetrischen Belastung die grofite 
Durchbiegung in der Mitte eintrittj so ist auch: 



fur x = 



1 



dy 
• dx 



= 0, mithin: 



^^ ' "2 ^ "16 48~' ""°'^*^°^ • 




1 • ^ . 
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als negatives Maximalmoment folgt. 

183. AuBerdem liegt ein positives Maximum in der Mitte ; 
fiir x = l/2 und den obigen Wert von 3Jt\ folgt namlich ans 
9»x(132): • 

d. h. nur halb so groB, als das negative Maximum, nach dem 
der notwendige Querschnitt also zu berechnen ist. bie Wende- 
punkte D und E fallen (fiir 9J?x = 0) in die Entfemung : 

_ 1 

von dei^ Mitte. Die Schubkraftflache ist dieselbe wie fiir den 
doppelt gestlitzten Stab (112). 

' 184. Die Gleichung der elastischen Linie ergibt sich dUrch 
nochmalige Integration der obigen Gleichung (132) zu: 

worin C = 0, da fiir x = auch y = ist. Hieraus folgt nun 
wieder die grSBte Durchbiegung (fiir x = l/2): 

384' E.J' 

III. Trager von gleicher Biegungsfestigkeit 
(Form vom gleichen Widerstande). 

AUgemeines. 

135. In alien bisherigen Fallen wurde vorausgesetzt, daB 
die Querschnitte des Tragers uutereinander gleich sein sollen 
(82), so daB also W = const, ist. Dann ist aber nur der gefiihr- 
liche Querschnitt (83) rich tig berechnet, wahrend alle tibrigen 
iibermaBig fest sind, so daB also mehr Material aufgewendet 
wird, als nach der Biegungsanstrengung notwendig ware. 

136. Wenn nun ein Trager aus einem solchen Material zu 
*bilden ist, das in jede beliebige Form gebracht werden kann, 

z. B. GuBeiBen, so empflehlt es sich, um unnutzen Material- 
aufwand zu varmeiden, jeden Querschnitt nach dem von ihm 






jj^^.^ 






jr.'r 
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zu tibertrageiiden Biegungsmoment zu berechnen. Dann fallen 

(im allgemeinen die Querschnitte verschieden aiis (vgl. aber 95) 

und man nennt die Form des Tragers dann „vom gleichen 

Widerstande" oder besser ..von gleicher Festigkei.t". 

137. Bezeichnen 9Kx ^nd TO die Biegungsmomente an zwei 
beliebigen Stellen und sind \\\ und W die zugeho'rigen not- 
wendigen Widerstandsmomente, so gilt (73): 

. W,=^-^ und: 

aw 

W = ,— , mithin: 
kb 

^x_ 9Kx 

W "^ IW ' 
Oder das Verhaltnis von Widerstandsmoment zu Biegungs- 
moment ist fiir jeden Querschnitt eine Konstante, also: 

W 

Dieses ist die Bedingung fur den Trager gleicher Festigkeit. 

a) Freitrager, dureh Einzelkraft belastet* 

138. Bei diesem Trager ist an einer beliebigen Stelle (59) : 

und im Einspannungspunkte (85): 

dann wird (137): 

Wx ^ SRx ^x 

''max vJCiyiax * 

Die Widerstandsmomente zweier Querschnitte 
verhaltensic.h wieihreAbstandevomfreienEnde. 

1. Rechteckiger Querschnitt. 

139. Das eingespannte Rechteck habe die Abmessungen 
b und h, der Querschnitt im Absiande x vom Ende dagegen 
u und V; dann ist (66): 

Wmax= Ve'bh^ und 
Wx = Iq u•v^ mithin: 
Wx __u.v-_ X . . 

Wmax-b.h-^-1 ^^^^'' .. 
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140. Soil nan z. 6. die Breite konstant gehalten 
werden (u = b), so wird : 



v« = 



1 



Das ist aber die Gleichung einer Parabel, mithin wird. die 
Form difises TrUgers 'im AufriB parabolisch begrenzt 

(Fig. 25). ' 

NB. Anf die Schubkrafte wurde dabei allerdings keine Riicksiclit ge- 
nommen; am freien Bnde ist die Flache gleich Null, wahrend eine Schub- 
kraft P (Fig. 13 d) dort noeh zu iibertragen ist. Deshalb darf die parabolische 
Form nicht yoU zur Ausbildung kommen; man hilft sich daun durch die 
punktierte geradliuige Form, welche im Einspannungsquerschnitt tangential 
an die Parabel anschliefit. 




Fig. 25. 



141. Soil iiberall die H6he konstant sein, so wird (v = h) : 

X 

1 

d. h. im GrundriB ist dieser Trager durch gerade 
LiBien begrenzt (Dreieckstrager), Fig. 26. 



u = b-, 5 




Fig. 26. 
Galka, Technische Mechanik II. 2. Aufl. 
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142. Fiir den Erammungshalbmesser ^x im Abstande x 
ist (62): 



an der eingespannten Stelle: 



9»x ' 



E.J 



mithin (138, 139): 

Q P-x'Viab-t*' 
Da nnn fur den DreieckstrSger v == h und u : b = x : 1 ist, so 
folgt: 

* ex = Q, 

d. h. die Biegangslinie ist ein Ereis. Fiir denselben gilt alber 
(nach Fig. 27): 




Fig. 27. 

und wenn man das sehr kleine P gegen 29f yernachlassigt 
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1st hierin J das Tragheitsmoment des eingespannten Qaer- 
schnitts, so ist dort 9R = P-1, mithin: 



f = 



2E.J' 



also 1,5 mal so groB, wie die Durchbiegung desselben Stabes 
bei konstantera Querschnitt (91). 

NB. Die Durchbiegungen der TrSger von gleicher Biegungsfestigkeit 
sind diirChweg grower, als diejenigen der prism atischen St&be, doch nimmt 
man das gegen die groBe Materialerspamis (beim Dreieckstrager z. B. die 
Halfte) gem in Kauf. Bei der Biegungsbeanspruchnng von Fed em ist 
aber gerade eine grofie Durchbiegnng erwiinscht, weshaib filr Blattfedern 
die Form des Dreieckstrdgers gewohnlich zur Ausftihrung gelangt. 



2. D er Kreis- (oder K re isring-) Querschnitt (Fig. 28). 

* 143. Sind die Durchmesser im eingespannten Querschnitt 
und an einer beliebigen Stelle d und dx, so folgt (66): * 

W = ^,d« und . 



W 



7t 



X 



3^dx», mithin (138); 



Wx dx" X 



W 



= -rg- = 7, Woraus: 



1 



1 



X; 



die Begrenzung ertblgt also nach eiuer knbischen Parabel. 




Statt derselben kann auch geradlinige Begrenzung nach 
den Tangenten eintreten (vgl. 140 NB.). 

4* 
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b) Trager kut zwei Stutzen, durch Einzelkraft foelastet. 

144. Da die Andernng des Biegungsmomentes eines solchen 
Tragers in bezug auf die Belastungsstelle abnlich verlauft, 
wie diejenige der eingespannten Balken in bezug auf die 
Einspannungsstelle, so sind die Formen vom gleichen Wider- 
stande dieselben, wie die vorher ermittelten. 

145. Bei rechteckigem Querschnitt ergibt sich wieder 
parabolisehe Begrenzung nach beiden Seiten {bei konstanter 
Breite 140) oder geradlinige (bei konstanter Hohe 141). Bei 
kreis- (und kreisring-)formigem Quersdinitt erhalt man wieder 
eine Begrenznng nach kubischen Parabeln, welche dann wieder 
durch gerade Linien ersetzt werden konnen (140 NB., 143). 

NB. Uber alle weiteren BelastnDgsf£ille, deren Maximalmomente, 
DarchbieguDgen usw. vgl. die Tabellen im Taschenbuch der Htitte (Kap. 
Festigkeitslehre). 

Anhang. 

Tragfahigkeit yon Holzbalken. 

146. Der Einfaehheit halber sei angenommen, daU es sich 
um einen Belastungsfall nach 102 (Fig. 18) handelt, so daB: 

P.l 
4 

Da fur Holz nur ein Balken von konstantem Querschnitt 
in Betracht kommt, so wird dann (83): 

and darans folgt als Tragk^aft des Balkens: 

p 4.W.kb 

147. Fur einen einfachen Holzbalken von rechteckigem 
Querschnitt (b.h, Fig. 291) ergibt sich als Tragfahigkeit (66): 

p 2 b.h^-kb 

Legt man zwei seiche Balken lose ubereinander (Fig. 29 II), 
so wird die Tragkraft: 

_4 bh''.k„_„ 



SJimax = /- wird. 
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148. Verwendet man dagegen einen Baiken von doppelter 
H5he (Fig 29 HI), so wird: 

P -1 '/ .■M2li)'- I'ii- 
'~ I '"" 

~3 1 —"'^i- 



-r 



Pig. 29. 

So hohe Balkea lassen sich aber aas elDem Kolzstamm nur 
unter groUer Materia! vergeudung: herausarbeiten. Man kann 
statt dessen zwei einfache Balkan iibereinander legea und 
dleselben durch Verzahnnng oder durch eingelegte eieerne 
Dubel miteinander so fest Terbinden, daB sie sich gegen- 
einander nicht raehr verschieben konnen. Dann ist es aber 
notwendig, die beideii Baiken durch Schraubenbolzen fest zn-. 
sararaenzupressen, um die Sehtibkrafte abzufangen, da Holz in 
der Fasemehtung nicht auf Schub beansprucht werden darf 
(39). Solche verzahnten oder verdiibelten Baiken haben die 
doppelte Tragftlhigkeit wie zwei lose Ubereinandergelegte. 

149. Legt man zwei einfache Holzbalken so Ubereinander 
dafi dieselben durch dazwischengelegte Holzkldtze in einem 
gewissen Abstand (a, Fig. 291V) gehalten werden, so wird 
die Tragfahigkeit noch welter erhOht. Wahlt man etwa 
a = h, so wird {146): 

4JCb 1 ^Shl'-b-h" 
^*~ 1 "12 l,6h 




VII. Abschnitt. 



Auch hier ist ein Zusammenpressen mittels Schraubenbolzen 
notwendig. 

D. Beanspruchung auf Verdrehung (Torsion). 

Formaiideraiigen und Spannun^en in geraden Staben mit 

kreisformigem Querschnitt, 

150. Versieht man einen einseitig eingespannten, zylin- 
drischen Stab (Fig. 30) mit feinen Linien, parallel zur Achse 
(z. B. AB) und beansprucht ihn im Endquerschnitt dureh ein 
Kraftepaar vom Moment 2Rd (Verdrehungs- oder Torsions- 
moment, 13), so wird die vorher gerade Linie AB in die Form 
AB' einer sehr steilen Schraubenlinie gebracht. 




Fig. 30. 

151. Betrachtet man dann zwei um 1 cm voneinander 
entfernte Querschnitte (a und /S), so erscheint der eine gegen 
den anderen um einen kleinen Winkel (y) verdreht oder ver- 
schoben. Hierbei bleiben alle vorher ebenen Querschnitte auch 
nach der Formanderung eben und alle in gleichen AbstSLnden 
gelegten Querschnitte verdrehen sich gegeneinander um 
glfeichviel. 

152. Die hierbei auftretenden Spannungeh sind mithin 
Schubspannungen(T, 37) und der Winkel, um den sich die 
Querschnitte gegeneinander verdrehen, dient als Mafi fur die 
Formftnderang, wie die Gleiturig y bei der Schubbeanspruchung 
(41). 



.1 
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153. Findet die Formanderung innerhalb der Proportional i- 
t§.tsgreDze statt, so gilt dann (42): 

r 

d. h. die Gleitung ist der Spanriung proportional. Die Achse 
des Stabes (0, Fig. 31) wird gar nicht deformiert, so dafi dort 
r = und y == ist ; nach dem Kande bin nimmt die Spannnng, 
wie man annehmen kann, geradlinig zu, so dafi; 

ist (ahnlich wie bei der Biegung 54). 

Ermittelung des notwendigen Quersohnittes* 

154. Legt man dnrch den Stab einen beliebigen Quer- 
schnitt (Fig. 31), so muB in demselben das Moment der 




Fig. 31. 

Spannkrafte (r-f) dem nach diesem Querschnitt hintranspor- 
tierten (I, 62) aufieren Kraftmoment 2Rd das Gleichgewieht 
halten (8). Dann gilt aber: 

Oder audi (153): 

9Kd = — -2;f.(>^ woraus: 

» 
155. In dieser Gleichung, deren auBere Form mit der 
I. Hauptgleichung der Biegungslehre (60, 61) tibereinstimmt, 
ist Jp das polare Tragheitsmoment des Kreises (1,416, 
420, 2b), Wp das polare Widerstandsmoment (61), t^ 
die Randspannung. Bezeichnet man den mit Rlicksicht anf 
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die Tragfahigheit des Materials noch zulfiissigen Wert der 
Randspannnng mit ka, so folgt (I, 42Q): 

aWd^ — •ortd* = :r^d*-kd (d = Durchmesser des Kreises) 

und darans: 

3 3 

d>l/irad>l,72l/^d 

NB. Ist bei einer Welle statt 9J?d die zu tibertragende Leistuiig: 
in P. S. (N) und die Tourenzahl (n) gegeben, so folgt (I, 239) : 

N 
3JJd = 71620-(cmkg), . 

worans sich bei Schweifieisen als Material mit dem gebrancblichen Mittel- 
wert kd = 211 kg/cm^: 

3 

dcm = 12yN ergibt. 
' n 

156. Ftir kreisringformige Querschnitte, die auch hier 
aufierst glinstig sind (ygl. 80, 81), ergibt sich: 

Jp = ||(D*-d*) 
und somit: 

aRd<j^(D*-d*).kd. 

Der Yerdrehungswinkel. 

157. Bezeichnet man (Fig. 30) den Winkel, der dem 
Bogen BB' am freien Ende zugehort, als ^ (Verdrehungs- 
winkel), so ist; 

BB^ 
q> = . 

Da nun fiir zwei urn I voneinander entfernte Querschnitte die 
am Umfang gemessene Verschiebung : 

BB^ = y^.l (151) 
ist, so* folgt: 



a»d-i 



(154). 
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168. Bei langen Transmissionswellen nimmt der Ver- 
drehungswinkel, wenn der Durchmesser nach 155 berechnet 
wird, liauflg unbequem groBe Werte an. Man beiechnet 
solche WeUen dann besser so, daB ein bestimmter Verdrehungs- 
winkel (gewohnlich y = ^4^ P- IW. m Lange) nicht iiber- 
'schritten werden soil. Dann wird: 

1 . / 36q^\ TOd'lOO 
4 ^ \ 2 /r / G«3T/32 d^ 
Oder: 

4 

d>21,9l/l_id. 

NB. Fiir lange schweifieiseme Wellen (155, NB) mit G = 800000 kg/cm^ 
wird dann: 

4 

d = 12l/N. 
' n 

Yerdrehung yon Staben mit elliptischem Quersehnitt. 

159. Man nahm fruher an, .daB die Spannnngen in elHp- 
tischen Querschnitten, ahnlich wie beim Kreise, in gleichen 
Entfernungen von der Achse untereinander gleich waren, so 
daB die im Endpunkte der groBen Achse liegenden Umftings- 
punkte die grofiten Spannnngen zn erleiden haben, wenn die 
Anderung der Spannnngen von der Stabachse aus im ubrigen 
wieder geradlinig erfolgt (153). Genatiere Rechnnngen und 
Versuche ergeben ein anderes Resnltat. 

160. Die Randspannungen der Ellipse (Fig. 32) miissen 
offenbar tangential zum Umfang gerichtet sein, da es sich 
um Schubspannnngen handelt; ebenso ist anzunehmen, daB 
im Pnnkte P der Flache, welcher der pnnktierten Ellipse 
angehOrt, t tangential zu der Knrve gerichtet ist. Dann 
folgt aber fiir die horizontalen nnd vertikalen Komponenten 
der Spannnng t: 



Tv 



% 



' = tga. 



161. Aus der Ellipsengleichnng : 



i.. 



^- 



1 
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folgt aber durch Differentiation: 

dy b* X 

dx""' 

Nach der Figur ist nun anch: 



a* y 



tga = — J- , mithin : 
dx 



Tv 



x 



^^f 



woraus zn entnehmen ist: 



'X 



>e.b^-x nnd: 
x.a^.y, 



worin x eine gewisse Konstante, deren Wert wie folgt zu be- 
stimmen ist. 




Fig. 32. 

162. Fiir das Gleichgewicht der KrSlfte in bezug auf den 
Drehpunkt folgt namlich (I, 105, 3): 

— ZiTx-f -y — S^y -f x + 2Kd = 

(wenn f das Qnersehnittsteilchen ist, in welchem % wirkt). 
Mit den obigen Werten von Tx und Ty folgt dann : 

aKd = 5c.a22:f.y2 + x.b22:f.x^ 

Die Summenansdrucke sind aber die aquatorialen Tragheits- 
momente der Ellipse in bezag auf die beiden Hauptachsen 
(Jj und Jj, 72); mithin ergibt sich; 
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2R^==-.x.a^-b^ Oder: 
2 



7t a^b^ 
168. Fiir die Spannung t folgt dann nach der Figar: 

Oder nach 161: 

=fx2(a^.y2-[-b^.x2). 
Setzt man hierin nach der EUipsengleichung: 

2 a^«b^ — x^ 'b^ 

^ "" a^~~ ' 

so wird: 

r = X . b ya* + x« (b^ —'a^jT"^ 

164. Hiernach erhait t seinen groBten Wert (da b>a) 
far den grofitmSglichen Wert yon x, namlich x = a. Di€ 
maximalen Randspannnngen treten also bei der 
Ellipse in den Endpunkten der kleinen Achse 
anf (159) und sind der GroBe nach: 

"^max — X • a • D 

Oder mit dem obigen Werte (162) von x: 

_2 9Wd 
"""^^^-T^'a^Tb 

Bezeichnet auch hier wieder kd den znlassigen Grenzwert der 
Spannung, so folgt: 

aRd<^ kd-a^.b, 

Oder wenn Wy das kleinere der beiden aquatorialen 
Widerstandsmomente der Ellipse, genommen far die Y-Achse 
(Wj, 72) bedeutet: 

a»d^2.Wy.kd, 
woraus die notwendigen Abmessungen des elliptischen Quer- 
schnittes zu berechnen sind. 

Stabe mit rechteckigem Querschnitt. 

165. Wirkt an einem kleinen Wtirfel abed von 1 cm 
Seiteniange (Fig. 33), der aus einem festen K6rper heraus- 
geschnitten wurde, in der Flache cd eine Schubspannung t, 



■■».«. 

■■?;>. - 
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SO erfordert das Gleichgewicht eine gleiche Spannung r in 
der Flache ab von entgegengesetzter Richtung; die Schnb- 
spannungen treten also st6ts paarweise auf. Das 
genligt aber noch nicht, um den Wurfel ins Gleichgewicht zu 
bringen; denn wenn der ESrper dem rechtsdrehenden Moment 

r-ad nicht fplgen soil, so mu6 ein linksdrehendes Moment 

T-ab hinzugefiigt werden, das mit dem ersten im Gleich- 
gewicht ist (1,58); in zwei anfeinander senkrechten 
Flachen des Wlirfels wirken also stets zwei 
gleiche Schnbspannungen. 



rr 




Fig. 33. 

166. Gehort eine Flache, z. B. cd, des Wiirfels der auBeren 
Begrenznngsflache des festen Korpers (165) an, so sind nur 
Schnbspannungen in der Richtung dieser Flache moglich (160). 
Sind cd und be AuBenflachen, c also eine Kante des- Korpers, 
so verschwinden hier beide Spannungen r^ die Kante bleibt 
spannungslos. 

167. Von der spannungslosefl Kante D eines rechtwinkligen 
Querschnittes (Fig. 34) nehmen die Rand spannungen bis zum 
Punkte E zn, dann wieder ab, bis sie im Punkte A wieder 
= Null sind; ebenso in den tibrigen Seitenflachen, z. B. in CD. 
Die groBten Randspannungen (i^h und tu) ergeben sich in den- 
jenigen Punkten der Seitenflachen, welche der Achse am 
nachsten liegen und zwar folgt (wie bei der Ellipse 164) die 
absolut groBte Spannung (Th) in den Punkten E und F, den 
Endpunkten der kleinen Achse des Rechtecks. Man kann 
annehmen, daB sich verhalt: 

Tb b 
und ferner, daB das Gesetz, nach dem die Anderung der Rand- 
spannungen verlauft, ein parabolisches ist (vgl. 271). 



"^ 



5 
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168. Fiir die Seitenflache AD gilt dann nach derFigur: 

Tr2 





Th T, 




Th 


nnd fiir CD: 






Tb ^2 



im' 



worans sicli ergibt: 



^b 



(b/2) 



2? 



^x = ^h 1 1 - \^),' 



2 



=""(^-n^)- 




Fig. 34. 



169. Fiir die Anderung der Spannangen innerhalb des 
Querschnittes kann man wieder ein geradliniges Gesetz zu- 
grunde legen (153), also: 



b , h 

Tx : Tj =x: and t,. : r2=y: ^ 



setzen; dann wird aber: 



23 
b 



Tv= ^".xjl ^) und: 



2t„ 



/1 4x^ 



i 



' k. 



+ .^l^2f.r--^Z^f-^'-y' 
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170. Flir die Achse muB wieder (162) die Summe der 
Momente der Spannkrafte mit dem auBeren Kraftmoment (3Rd) 
im Gleichgewicht sein. Dann ergibt sich (nach I, 105, 3): 

Oder mit den obigen Werten von t^ und %: 

h ^^ h.b 

171. Hierin ist: 

i;f.x2 = Jy=:Vi2l>.h« 

2;f.y2 = Jx=Vi2-h.b^ (J, und J„ 66). 

Sind ferner ax und Ay die Abmessungen der obigen Flache f 
in der Eichtung der beiden Achsen, so kann man setzen : 

Zf.x2.y2 = 2'Ax.x2.-SAy-y^ 

Die letzteren beiden Summen sind olfenbar fiir das Eechteck 
EOGD als die Tr^gheitsmomente der Linien h/2 and b/2, fiir 
das ganze Eechteck also gleich dem 4fachen Betragedieser 
Tragheitsmomente aufzufassen, also (I, 420): 

^bMiS 
"" 144 * 

172. Die Einsetzung dieser Werte in die obige Gieichung 
fur aWd (170) liefert dann: 

9Kd = V9-^h-li.b^+V9'^b-b.h^ 

und hieraus folgt mit dem oben genannten Werte von Xb (167) : 

aRd=%-Th.li.b2. 

Setzt man an der Grenze fur Th.seinen hochsten zulassigen 
Wert kd und ferner (66): 

^^^~b/2"" 6"' 
so folgt: 

3rod<yWy.kd; 

hierin ist Wy das kleinere der beiden Widerstandsmomente 
des Eechtecks (genommen f. d. Y-Achse), 
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NB. Die Torsionsgleichungen anterscheiden sich {iir alle drei hier 
betrachteten Qaerschnitte nnr darch den Zahlenfaktor anf der rechten Seite ; 
setzt man denselben = 9r>, so gilt atlgemein : 

1. Etir den Krei8.(mit Jp = 2 J (I, 416) oder auch Wp = 2W) und die 
Ellipse ist: 

2. fttr das Rechteck y = */» ; 

W ist bierin stets das kleinste ftquatoriale Widerstandsmoment. tJber die 
sehr interessanten Formanderungen bei der Verdrehung, sowie Versuche 
mit alien mCglicben anderen Qaerscbnitten ygl. C. Bach, Elastiz. u. Festigk. 
Werte von kd, vgl. Taschenbuch der Htitte: Kap. Festigk eitslehre. 



E. Beanspruchung auf Zerknicken. 

AUgemeines. 

178, Die Bedingungen fiir reine Druckbeanspruchung 
eines Stabes (10) sind selten genau erfiillt. Denn: \ 

1. ist die Achse des Stabes (als Verbindungslinie der 
Schwerpunkte aller Querschnitte I, 152) haufig keine genaue 
gerade Linie; . 

2. failt die Richtung der aufieren Krafte oft nicht g^nau 
mit der Achse des Stabes zusammen und 

3. weist das Gefuge des Materials oft eine gewisse Un- 
gleichfSrmigkeit auf (Mangel an Isotropie, 24), so daU sich die 
Spannungen keineswegs gleichformig iiber den Querschnitt 
verteilen. 

174, In alien diesen Fallen ergibt sich aber auBer der 
Druckbeanspruchung der Querschnitte noch eine zusatzliche 
auf Biegung und zwar machen sich die oben genannten Ein- 
fltisse um so mehr bemerkbar, je groBer die L§lnge des Stabes 
im Verbal tnis zur Dicke ist. Obgleich hier nun eigentlich 
eine Aufgabe der „zusammengesetzten Festigkeit" (15) vor- 
liegt, so pflegt man doch stets wegen der eigentumlichen Art 
und Weise, wie sich seiche Stabe verhalten, diese Bean- 
spruchung als besondere Form der Festigkeit gerader Stabe 
zn behandeln. 

175. Belastet man namlich einen unten eingespannten, 
moglichst gerade gerichteten Stab am freien Ende durch ein 
verhaltnismaBig kleines Gewicht, so biegt das freie Ende aus 



64 



VII. Abschuitt. 



und im deformierten Zustande halten die Spannkrafte den 
aufieren Kraften das Gleichgewicht. Erhoht man dieBelastung 
vorsichtig, so erhalt man schliefilich eine Belastung (Pq), bei 

welcher. das Gleichgewjcht aufhCrt und die 
Dnrchbiegung des Stabes so lange zunimmt, 
bis er vollig umknickt Deshalb nennt man 
diese Form der Beanspruchung eine solche auf 
Zerknicken und die kraft Pq, welche Zer- 
knicken des Stabes herbeif iihrt Zerknickungs- 
kraft. 



Die Zerknickungskraft (Po). 

176. Denkt man sich die Ausbiegung des 
Stabes (175) dadurch bewirkt, daB die Kraft P 
(Fig. 35) um einen (wenn audi sehr kleinen) Be- 
trag u exzentrisch angreift, so gilt nach 64: 

dV 
dx^' 

Setzt man nun fur die rechteSeite — a^-v, also: 

P 

^ und u-|-f — y = — v, 




Fig. 35. 



E-j E..r ^^ ^''• 



E.J 



a 



so kann man die obige Gleichung auch schreiben: 

177. Zur liosung dieser Differentialgleichung 11. Ordnung 
setze man probeweise: 

(e = Basis der natiirlichen Logarithmen). 

dv 

= A.e^ "^j mithin: 



Dann folgt: 



dx 
dV 
dx2 



= A2.e 



/. .X 



Damit erhalt Gleichung 1. die Form: 

;i.2.e>.x_[_a2.e^-.x=o oder 



I = ± f -• 



a 



Es ergeben sich also zwei Losungen: 

v^e^^^ und v = e-^'^, 
woraus die Losung der obigen Gleichung folgt: 
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v = Ci.e»»^+C2'.e-aix Oder: » 

V = (Cj + Ca) • cos(a • x) + (Cj — Cg) • i • sin(a . x), 
worin Cj und C^ beliebige Integrationskonstanten sind. 
178, Setzt man noch: ^ 

(C, + C) = M, (C, - C,) = N, 
so wird (176): 

v;= — (u + f — y) = M.cos(a.x) + N • i • sin(a • x). 
Fur X = (die eingespannte Stelle) wird y = 0, mithin auch 
N = und M = — (u -f f)» damit wird : 

y = (u 4- f ) (1 — cos(a . x)). 
Ftir das freie Ende dagegen wird x = 1 und y = f, mithin : 

f:=(u-f-f)(l — cos(a.l)) 
^^/ 1 
\ cos(a • 1) 
Oder mit dem obigen Wert von a (176): 

. T 1 
f = u 



cos 



(■ m 



— 1 



Setzt man diesen Wert in die Gleichung fur y, so erhalt man 
als Gleicbung der elastischen Linie: 

u 



y = 



cosi 1 



m 



' - "" i^YIj) 



179. Aus der Gleichung fur f ergibt sich, dafi, sobald P 
einen solchen Wert annimmt, daB: 



cos 



Wih 







wird, f unendlich groB werden muB, oder, da dies praktisch 
unmoglich ist, daB es so groB wird, wie es iiberhaupt werden 
kann, bis schlieBlich der Stab vollig umknickt (175). Dann 
ist der zugehorige Wert von P als Zerknickungskraft 
(Po, 175) zu bezeichnen und fur dieselbe gilt: 

7e.j"~2 

(denn der cos. des zugehorigen Winkels von 90^ ist = Null). 
Daraus folgt schlieBlich: 

„ rr^ EJ 

4 1^ 

Galka, Tcclmische Mechanik 11. 2. Auti. O 
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Die vier Haupttalle der Zerkuiekimg (Fi^. 36). 

180. Gegen den obigen Betrag der Zerknickungskraft 

muB die tatsachlicbe Belastung eines Stabes eine gewisse 

(ii-faehe) Sicherheit haben, so daQ (7): 

,„ . n 1 . /rn Kniekkraft 
zulSssige Belastung (P) — 

ist. Damit wird fur den Fall I, Fig. 36 (dessen Befestigung offen- 
bar mit dem in Fig. 35 dargestellten ubereinstimmt) nach 179: 
P ^^' EJ 




Pig. 36. 



181. Im Falle II des in den Endpunkten dreh'bar ge- 
lagei'ten Stabes erfolgt die Durchbiegung symraetrisch in bezug 
auf die Mitte, so daU man den mittleren Qnerschnitt als fest 
eingespannt gelten lassen kann (vgl. 102). Dann ist aber: 

^tt' E-J 
^"~4n"(l/a)^ 

P., = -- -p ■ 

Diese Gleichnng wurde zuerst von Enler im Jalire 1744 
aufgestellt nod hei£t seitdem die E u 1 e r sche Zerknickungs- 
formel. 
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182. Im Falle III der Zerknickung liefert die Aufstellung 
der Biegung?g]eichung (176) das Resultat: 

^ 2rr2 EJ 

d. h. annaheriid soviel, als wenn der Wendepunkt C (106) im 
Abstande I/3 von der Einspannungsstelle entfernt lage und 
der obere Teil dann nach Fall II zu beurtei],en ware. 

188. Im Falle IV endlich liegen zwei Wendepunkte C und D 
im Abstande ^ I/4 von der Mitte. so daB man den mittleren 
Teil' von der Lange I/2 nach Fall II zu berechnen hat : damit 
ergibt sich: 

^ ict^ EJ 

Piv= n -p • 

Uber die genauere Ableitung der beiden letzten Formeln vgl. Foppl, 
Mechanik, Bd. Ill, Kap. Kuickfestigkeit. 

184. Alle vier Formeln unterscheiden sich nur durch einen 
Zahlenfaktor ; setzt man denselben iiberall =w, so ergibt sich 
als allgemeine, alle vier Falle umfassende Gleichung: 

^ 0) EJ 

n r^ 

Hierin ist w der sogenannte Befestigangsfaktor, ein von der 
Art und Weise der Befestigung abhangiger Wert, n der 
Sicherheitsfaktor gegen Zerknicken (180, 186). 

Ermittlung des notwendigen Querschnittes. 

185. Abweichend von a|len friiheren Festigkeitsrechnungen 
erfolgt die Ermittlung des notwendigen Tragheitsmomentes 
aus der Zerknickungsformel (184) nicht mit Eticksicht auf die 
zulassige Materialanstrengung, sondern direkt aus der auBeren 
Ki-aft P. 

186. Es ist deshalb notwendig, da stets mit dem un- 
giinstigsten Falle gerechnet werden muB, vorher genau zu 
priifen, ob die Bedingungen flir das Zutreffen der Gleichungen 
I bis IV im vorigen Absatz erfiillt sind, ehe man sich zur 
Anwendung einer dieser Formeln entschlieBt. Z. B. laBt der 
Fall der beiderseitigen Einspannung (IV) eine viermal so 

5* 







i'V 
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groBe Beanspruchung: zu, als der Fall II ; aus Sicherheits- 
griinden ist deshalb bei einem in den EiKipunkten be- 
festigten Stabe meistens nachFallllzu rechnen. 
187, 1st der Stab in diesem Palle in den Endpunkten 
mit Gelenken versehen (Fig. 36, II), so erhoht das in den 
Gelenken auftretende Zapfenreibungsmoment (I, 241) natur- 
lich die Gefahr des Durchbiegens, was man durch entsprechende 
Erhohung des Sicherheitsfaktors zu beriicksichtigen hat. Auch 
in anderen Fallen hat man bei etwaigen Mangeln bder Vor- 
teilen in der Befestigungsart gegen die vier einfachen Falle 
die SiCherheit (n) zu erhohen oder zu erniedrigeo. 

NB. JJber die GroCe des zu wahlenden Sicherheitsfaktors (n) lassen 

-^sich aus den oben ang^efuhrten Griinden allgemeine, nur vom Material ab- 

hangige Werte kaum geben; vgl. hieriiber Bach, Elastizitat und Festigkeit- 




Fig. 37. 

188. Da die Ausbiegung eines Stabes gewohnlich nach 
alien Seiten hin moglich ist, so mu6 man ferner aus Sicher- 
heitsgriinden flir J stets das kleinste Tragheits- 
moment (in bezug auf die Schwerachse) einsetzen. Deshalb 
eignen sich als Zerknickungsquerschnitte am besten 
solche Flachen, welche in bezug auf zwei senkrechte Haupt- 
achsen (204) gleiche Tragheitsmomente besitzen. 

189. .Gute Zerknickungsquerschnitte sind deshalb (Fig. 37) 
das Quadrat, der Kreis, das kreuzformige Profll, wobei dann 
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wieder den hohlen Profllen wegen der groBen Material- 
ersparnis der Vorzug zu gebeu ist (80). Bei Staben, die aus 
Walzeisen zusammengesetzt sind (Fig. 37 b), jst durch ent- 
sprechende Verbindung der einzelnen Profile untereinander 
dafiir zu sorgen, da6 nicht etwa jedes Profil fiir sich seitlich 
ansbiegen kann. 

190. Filr jeden auf Zerknicken beanspruchten 
Stab mufi mindestens die Bedingung der Druck- 
festigkeit erfilllt sein (30): 

P 
F> 

worauf die ermittelten Querschnitte jederzeit zu kontrolliereu 
sind. 

Zerkniekungsformeln von Navier (Schwarz^ Bankine). 

191. Der Mangel der Eulerschen Formel (181), da6 in 
derselben die zulassige Beanspruchung des Baustoffes nicht 
vorkommt (185), hat dazu gefiihrt, dafi noch andere Knick- 
formeln aufgestellt vvurden, von denen die von Navier ge- 
gebene (von Schwarz und Rankine weiter ausgebildete) die 
meiste Verbreitung fand. 

192. Navier geht von der bei exzentrischem Kraftangriff 

vorliegendfen zusammengesetzten Beanspruchung des Stabes 

(174) auf Druck (durch P) und Biegung (durch P. u, 176) aus. 

Dann ist (30): 

P Pu 

ki = pUnd(73): k^ = 

und die Summe beider Spannungen darf die zulassige Bean- 
spruchung des Materials (k) nicht uberschreiten, so daB: 

P Pu.e 

^~F+ J 

ist, woraus folgt: 

k 
P = F . 

^+ J 

193. Soil es sich nun • um Knickfestigkeit handeln , so 
hat der Wert u nicht nur den exzentrischen Angriff der Kraft, 
sondern auch die iibrigen Griinde zu beriicksichtigen , die 
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Zerknicken herbeituhren konnen (173). Allein weg^ea der 
Biegung ware, wenn die Beanspruchung innerhalb der Pro- 
portionalitatsgreiize bleiben soil (60): 

(j=-^- = E.€ (20) Oder: 

j/e 

-p J.E.6 

X = - - • 

u-e 

Soil diese Kraft kein Zerknicken herbeif 'iihren, so mufi (184) : 

J.E-€ 0) E-J 

u-e n r^ 

sein, woraus folgt: 

€-n 1^ 
u = — 
CO e 

194. Setzt man hierin die Konstanten: 

£. =y so Mgt: u = ' 
CO ^^ ° e 

und daraus (192): 

It 

P = F - — 




1+y-j 

Nacli I, 412, 419 gilt fiir den Tragheitshalbmesser einer 
Flache : 

.0 J 

^ F' 
damit wird schlieBlich: 

195. y ist hierin keine reine Materialkonstante (weil von 
n, 187 abhangig), sondern ein Wert, liber den Versuche Auf- 
schluB geben miissen. Da6 man in der Navierschen Formel 
zwei Werte, y und k, je nach den vorliegenden Verhaltnissen 
zu wahlen hat, ist ein gewisser Vorzug dieser Formel gegen 
die Eulersche. 

Werte fiir /von Tetmajer, vgl. Taschenbuch der Hutte' 
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Grenzen der Anwendung der Eiiler-Formel und 

Yersuchsergebnisse. 

196. Versnclie von Bauschinger (Miinchen. 1887) iiber das 
Zutreffen der Zerknickungsformeln gaben das Resultat, dafi 
bei drehbar gelagerten Staben die Kuler-Formel (181) branch- 
bare Resultate Ijefert, daU aber bei Befestignng zwischen 
ebenen Stirnplatten besser nach der Navierschen Formel zu 
rechnen ist (194). 

197. Tetmajer (f 1905) fand, dafi die Enler-Formel nnr 
bei verhaltnismafiig sehr langen Staben branchbar ist. Setzt 
man namlich fiir die Zerknickungskraft (181): 

. E.J 







7t' 



und daraus: 







F 



TT^ 



r 

E 



J 

F 



Oder (194): 



a^=jt 



Mi)' 



SO ist o die Spanning an der Grenze der Zerknickung, als 
welche die Quetschgrenze des Materials (2'9) gelten kann. 
Dann ergeben sich aber gerade fiir kleine Werte von 1/i, 
also fur verhaltnismafiig knrze nnd dicke Stabe, viel za groBe 
Werte von a, so dafi die Anwendnng der Euler-Formel durch 
dasjenige Verbal tnis 1/i begrenzt ist, bei welchem a gerade 
die Spannung an der Quetschgrenze ist. Zu beachten ist 
dabei wieder, dafi i der kleinstmogliche Tragheitshalbmesser 
der Flache sein mufi (188). 

198, Unterhalb dieser Grenze rechnet nun Tetmajer mit 
einer einfachen geradlinigen Anderung der Spannung mit 1/i 
und setzt: ► 

K __ Knickfestigkeit 

D Druckfestigkeit ' 

worin a eine aus Versuchen herrlihrende Zahl, abhangig vom 
Verhaltnis 1/i ist. 

Vgl. ausfuhrlicher : Tetmajer, Angewandte Elastiz. u. Festigk. 
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VII. Abschnitt. 



F. Zusammengesetzte Beanspruchungen. 

I. AUgemeines. 

Tragheitsmomente und Zentrifogalmomente fiir beliebige 

Aehsen. 

199. Sind (Fig. 38) X und Y beliebige senkrechte Achsen, 
so versteht man unter dem Rquatorialen (achsialen) Tragheits- 
moment der Flache F in bezng auf diese beiden Achsen 
(I, 409, 419): 

Jx = 2:f-y' und Jy = 2;f.x*^; 
ferner unter dem Zentrifugalmoment (Cz Oder Jxy, 1,456): 




Fig. 38. 

200. Will man sich nun auf ein beliebiges anderes Achsen- 
kreuz beziehen (U, V), das mit den ursprunglichen Achsen den 
^ a einschlieBt, so ergeben sich die Beziehungen": 

u = c + d = y . sin a 4" X * c^s a, 
v=a— b = y-cosa — x-sina; 

^) Anch bei den Zentrifagalmomenten treten bei einer Fl&che statt 
der Massenpnnkte (m) in den Ausdriicken I, 456 die Flachenelemente (f) 
ein; vgl. I, 83 nnd 419. 



r 
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damit wird: 

= sin^a-Jv --[- cos^cc-Jx — sin 2 a- J xy. ' 
Ebenso folgt : 

Jv = i^f-u^ = sin^a-Jx + cos^a- Jy -j-sin2a. Jxy. 
201. Die Summe beider Ausdriicke liefert: 
Ju + Jv = Jx (sin^a + cos^a) -j- Jy (sin^o + cos V) = Jx + Jy , 
d. h. die Summe der Tragheitsmomente, genommen ftir zwei 
senkrechte, durch einen Punkt gehende Achsen, ist stets 
konstant (namlich gleich dem polaren Tragheitsmoraent Jp ftir 
die im Punkte senkrechte Z-Achse, I, 409). 

202* Fur das Zentrifugalmoment Juv ergibt sich ebenso 
(200) : 

Juv = Sf-u-v = sina-cosaZf-y'--f-cos^a-Sf-x-y 

— sin^of Zf- X . y — sin a • cos a Sf- x- 

Jnv = — 2 (Jx — Jy) -f- cos 2 a. Jxy. 

203, Ist z. B. a==45<>, so wird: 
sin''^45^ = = cos^45^, 

sin2. 46^ = 1; cos2. 45^ = 0, also: 

X J y 

2 

T Jx "T Jy \ T 

T Jx Jy 

^ u V — 9 * 

Diese Gleichungen konnen dazu dienen, das Zentrifugalmoment 
einer Flache aus drei gegebenen Tragheitsmomenten zu be- 
rechnen. 

204, Will man feststellen, fiir welchen ^ a sich die groBten 
und kleinsten Werte der Tragheitsmomente ergeben, so setze 
man in den Ausdriicken fiir Ju und Jy (200): 

. „ 1 — cos2a , „ 1+ cos 2a 
sin^a= -und cos^a= ' - -- , 

dann folgt: 

Ju = ^ T ^ + 9 ( Jx— Jy) cos 2 a — sin 2 a • Jxy 



^11 — o *^ X y? 



'W' 
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und daraus: 

,-" = — -Y*sin2a(Jx — Jv)— cos2a.Jxv = 0. 
da 2 

^ =-J7iT' (202) 

D as M a ximum(oder Minimum) desTragheitsmomen- 
tes ergibt sich also fiir eine solche Achse, fiir 
welche das Zentrifugaimoment gleich Null wird. 

Ftir den Richtnngswinkel folgt: 

9 7 

tg2a^/y 

f) X O y 

und da dieser Gleichung immer zwei Winkel geniigen, deren 
GroBe sich um 90^ unterscheidet, so kaun man sagen: 

Die Maxima undMinima der Tragheitsmomente 
ergeben sichstetsfurzweiaufeinanderlotrechte 
Achsen einer Flache, die mit der Ireigewahlten X- 
(oder Y-) Achse den obigen ^. a einschliefien. Die maximalen 
Oder minimalen Werte der Tragheitsmomente einer Flache 
heifien Haupttragheitsmomente (Ji und Jg) und die 
Achsen, auf welche sie bezogen sind, Haupt achsen. Da 
die Zentrifugalmomente in bezug auf eine Symmetrieachse 
stets gleich Null sind (I, 461), so ist eine Symmetrie- 
achse auch Hauptachse. 

205. Bei weitem am wichtigsten sind die Tragheits- 
momente fiir solche Achsen, die ihren Ursprung (0) im Schvver- 
punkt einer Flache haben. Sind (in Fig. 38) X und Y be- 
liebige senkrechte Schwerachsen und sind dafiir die Tragheits- 
und Zentrifugalmomente bekannt, so kann man die Richtung 
der Hauptachsen nach der obigen Gleichung fiir tg 2a leicht 
finden. Die Grofie der Haupttragheitsmomente (Jj und J^) 
ergibt sich dann aus 204: 



Ju = V2 (^Tx + Jy) + ^2 (Jx - Jy) COS 2 « 



1- /^^^^^ .tg2a 

Jx "V 



2 J 

Oder, da nach 204: . '"- = tg2a ist: 

Jx Jy 

•I« = V.2 (Jx + Jy) + V2 (Jx - Jy) (1 + tg^ 2a) . COS 2 « 
= % (Jx + J y) + V2 ( Jx - Jy) ] i + tg' 2 «. 
Dieser Wert wird ein Maximum fiir den obigen Wert von 
tg2a (204), mithin: 
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Jmax = Ji = \2 (Jx + Jy) + V2 K^x — Jy)'+ 4 J 'x y Uud, Weilll- 

man dasselbe Verfahren ftir Jv(200) zur AnwenduDg briiigt: 

J min = "2 ^^ /2 v'x "i" '^v) 12 ) (*^x Jy) "T" ** J "x y 

206, Sind die X- und Y-Achsen (Fig. 38) Hauptachsen 
der Fiache, so wird fur- dieselben Jxy = (204), ferner 
J^ = J^, Jy=z=J2 und sorait (200): 

J^j = Jj . cos^ a + Jo • sin- a, 
J^, r= J^.^in^ a-j" J2-cos^a und (202): 
sin 2 a 



uv 



2 



(Ji ~ J2). 



Hiernach konnen die Tragheitsmomente und Zentrifugal- 
momente fiir jedes beliebige Achsenpaar aus den Haupttrag- 
heitsmomenten berechnet werden. 



Tragheits- und Zentralellipse. 

207. Berechnet man nacli dem vorigen (206) die Tragheits- 
momente fiir alle raoglichen Aclisenpaare, die in einem be- 
liebigen Punkte (0) der Flache ihren Ursprung haben und 
tragi auf diesen Achsen die zugehorigen Tragheitshalbmesser 
(T, 412, 419) auf, so umhiillen die Senkrechten zu diesen 
Streeken eine Ellipse, die sogenannte Tragheitsellipse. 
Die groBe *und kleiae Achse dieser Ellipse sind dann Haupt- 
achsen (204) der Flache. 

208. Setzt man namlich (I, 412, 419): 

J,=F.i/^ J^^F.i^^ Ju = F.iu^ 
so folgt aus 206: 

lu" = ig-'Sin- a -|- 1, --cos- Of. 

Aus der.Ellipsengleichung (nach Fig. 39): 

; 2 1^ i 2 ■*■ 
»2 ^1 



ergibt sich: 



und darans: 



2 Xij. dx, 2 jj » dy^ _ 



X, = 



yi 



ii'^'dx, 







1, 



'1 



Vir. Absclmitt, 

liesen Wert fur Xj in die Ellipseugleichung, so folgt: 
i,*-C08*a 



1 




ich der Fig. 39 ist nun 

OB==a + b=Xi-sin 

ri obigen Werten fUr Sj 

^^ i2'^-sinV4- 


aber: 

^ + yi- 

und y, 

i,*-cos 


cos« 


1 208 
^eisen 


0B = '? 

In 

war (207). 
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210. Flir die Strecke AB ergibt sich ferner: 
AB = c — d = yiSin a — Xj • cos or 
Oder mit den obigen Werten fiir x^ und y^ (208): 



. T5 siii«-cosa(ii^ — ig^) 



LU 



AB = 



sin2a J, — Jj 

"2 FTi„ 

(206) ; 



- (208), 



uv 



F.iu 



mithin wird das Zentrifugalmoment : 

Juv ==^ AB • F • iu. 

211. Die Tragheitsellipse bietet also ein bequemes Hilfs- 
niittel , um die Tragheits- . und Zentrifugalmomente einer 
Flache fur beliebige Achsen durch Konstruktion zu finden, 
wenn die Lage der Hauptachsen und die Gr5fie der Haupt- 
tragheitsmomente J^ und Jg bekannt ist. Das Tragheits- 
moment fur eine beliebige Achse ist dann das 
Produkt aus der Fiacher (F) und dem Quadrat des 
senkrechten Abstandes diese.r Achse von einer 
dazu parallelen Tangente der Tragheitsellipse. 

NB. Demselben Zweck dient der Tragheitskreis (von Mohr), dessen 
Anwendnng haufig noch kchneller zum Ziele ftihrt. Vgl. Miiller-Breslau : 
G-raphische Statik, Bd. 1. 

212. Die wichtigsten Tragheitsmomente einer Flache sind 
. diejenigen, die in bezug auf eine Schwerachse genommen sind 

(zugleich die kleinsten von alien mOglichen I, 406). Hat der 
Qaerschnitt zwei aufeinander senkrechte Symmetrieachsen, 
so sind dieselben ohne weiteres Hauptachsen (204, SchluB). 
Die zugehorige Tragheitsellipse heiBt dann Zentralellipse. 

Sind die Haupttragheitsmomente einer Flache in bezug auf zwei senk- 
rechte Achsen untereinander gleich (Kreis, Quadrat), so geht die Tragheits- 
ellipse naturgemafi in einen Kreis liber. 



Beziehungen fiir zugeordnete Achsen. 

213, AuBer den Hauptachsen (204) einer Flache gibt es 
noch weitere Achsenpaare, fiir welche das Zentrifugalmoment 
verschwindet (zugeordnete Achsen). SoUen z. B. in Fig. 40 
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VII. Abfschuitt. 



die JRichtungen OU und OV solche Achsen sein, so mu6 fiir 
dieselben : 

214. Aus Fig. 40 folgt nun: 

V = a — b = y • cos ocu — x • sin ofu, 
u = c — d = X • sin ay — y • cos ofy ; 
mithin wird: 

Jf.u-v = (sin ofy • cos ttu + sin ail • cos ofy) -Sf-x-y 

— sinofa-sinay-Sf-x- — cosau-cosofy-Sf-y^ 
= 0. 




Fig. 40^. 

Dividiert man durch cosofu-cosay, so folgt: 

(tgay + tgau)-2:f-x.y = tgau.tgcfyi:f.x2 + i:f.y2; 
setzt man hierin (nach 199): 

i;f.x.y = Jxy, i:f.x'^ = Jy, i:f.y2== J,, 

so folgt: 

Jxy — Jytgtta 

Soil nun die U-Achse mit der X-Eichtung zusammenfallen 
(a^ = und tgau = 0), so wird: 

, Jx 

w X y 

womit die Richtung der der X-Achse zugeordneten V-Achse 
festliegt. 



w 
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215. Dividieit man in der obigen Gleichnng fiir 2^f.u-v 
durch sinau-sinav, so ergibt sich ebenso: 

Jx y (cotg ofu + cotg ay) = Jy ~[- cotg au • cotg ay •. Jx, 

fo.^ Jxy — J x-COtg fty ' 

Jy — JxyCOtgay 

Fallt die V-Achse dann mit der Y-Richtung zusammen («v = 
90^ und cotg fty = 0), so wird : 

tg«ll=^ T , 

Jy 

womit die Richtung der der Y-Achse zugeordneten U-Achse 
festliegt. 

216. Sind die X- und V-Achse zugleich Hauptachsen der 
Flache, so wird fiir dieselben Jxy = (206); dann wird (214): 

Jx + Jytg«u-tgav = 0. 

217. Aus der Konstruktion der Tragheitsellipse (Fig. 39) 
folgt nun auch: 

OR i 

tg^. = j;g = j;^-F.iu(210, 209) 

= r^(208): 
ebenso wiirde sich ergeben: 

Mithin gelten fur die Winkel ft und /?2 dieselben Beziehungen, 
wie vorher fiir den ^ a^ (215), woraus sich ergibt, da6 bei 
der Tragheitsellipse die U-Achse und die Richtung OA, ferner 
die V-Achse und die Richtung OC zugeordnete Achsen sind. 

218. Bei der Tragheitsellipse gibt es zujeder 
beliebigen Achse eine zugehorige Zweite, in 
bezug auf welche das Zentrifugalmoment ver- 
schwindet. Der zugeordnete (konjugierte) Durchmesser 
verlauft parallel zu denjenigen Tangenten, die man in den 
Endpunkten des anderen an die Ellipse legen kann (Fig. 89). 
Der der groBen Achse konjugierte Durchmesser ist natiirlich 
die kleine Achse und umgekelirt. 
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Vll. Abschnitt. 



Tragheits- iind Zentrifagalmomente fur zusammengesetzte 

Flachen. 

a) Reduktion des Zentrifugalmomentes auf - 
beliebige Achsen (Fig. 41). 

219. Sind Xj und Yj ein Paar beliebige Scliwerachsen 
einer Flache F, so ist (199): 




Fig. 41. 

and ebenso fur zwei dazu parallele Aclisen X und Y (in den 
Abstanden §" und rj): 

Jxy=i:f(x, + §)(y,+^), . 

Nun ist aber nach I, 86: 

2;f.y^ = i;f.x, =0 
(als Momentensummen fiir den Schwerpunkt), mithin: 

Jxy=Jx.v, + »?-^F 

(vgl. hiermit I, 422). 

< 

220. Ist Xi Oder Yj eine Symmetrieaclise (oder Haupt- 
achse) der Flache, so wird (204): Jx.y^==0 und damit: 

woraus sich die Zentrifugalmomente zusammengesetzter 
Flachen leicht berechnen lassen. 
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b) Zentrifugalmoment einer aus Eechtecken zu- 
sammengesetzten Flaclie (Fig. 42). 

221. Kann man die Flache in lauter Kechtecke zerlegen, 
fiir welche die Bedingung 220 jedenfalls erfiillt ist, so sind 




Fig. 42. 

die Koordinaten der Einzelschwerpunkte mit Riicksicht auf 
die Vorzeichen der Achsen (X und Y): 

und damit wird (220): 

Jx y = — Fi .^", '% + F^'^^-rj^ — '^9-^8'%' 

NB. Nach diesem Verfahren lassen sich auch die Zentrifugalmomeute 
komplizierter Querschnitte, die in schmale Rechtecke zerlegt werden konnen, 
sehr einfach graphisch ermitteln (vgl. Muller-Breslan, Graphische Statik, 
Bd. 1). 



c) Tragheitsmomente und Zentrifugalmomente 
fiir Schwerachsen ohne Bentitzung des Schwer- 

punktes (Fig. 43). 

222. LaBt sich eine Flache so in zwei Teile zerlegen, 
daB deren Einzelschwerpunkte (Sj und S^) und Flacheninhalte 
(Fi und F2), sowie die Tragheits- und Zentrifugalmomente fiir 
,die Schwerpunkte (Jx^, Jy^, Jxxyi ^nd Jx,, Jy^, Jx^y.) bekannt 

Ga.lka, Teclmiscbe Mechanik II. 2. Auli. 6 
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VII. Abschuitt. 



sind, so lassen sich diese Momente audi fur den Schwerpunkt 
d«r ganzen Flache (S) bestimmen, ohne daB die Lage des- 
selben bekannt zu sein braucht. 




Fig. 43. 

223. Nach dem Fruheren (I, 422) folgt: 

Jx = Jx. + Fi-'?i* + Jx, + F,.»?,^ 

Jy=-Jy.+Fi.|.^ + J,.. + F,.?,^ 

ferner nach I, 85, 86: 

F,.rj, -F,.r],=^0; F, -g', - F,.|, = 

und nach der Figur: 

»/i + '?9 = a; li + §2 = b, mithin: 



% = 



V2 = 



Fa a 

Fi+F 
Fi-a 






F,.b 



2 



Fi+F, 
_ F,.b 

F1 + F2' ^''~F, +R, 



224. Unter Einsetzung dieser Werte ergibt sich daiin (223) 

T — T J- T I ^1*^2 -a- 

.jx — ^"^i ^ "^2 "r " p _i p ? 

T — T 4- T 4- Fj-Fg-b^ 
Jy-Jyx + Jy. + -F^^p^ • 

Da ferner mit Rucksicht auf 219: 

Jxy = Jxi yx — ^1 • §1 • Fj -|- Jx2 y. — Vi • ^-2 • F._, 
ist, so folgt mit den obigen Werten von r^ und i*: 

T _T -1- T F, .Fg.a-b 

Jxy — Jxiyxi-Jx.y.— ^^ -^ f^ * 
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225. Sind die Achsen Xj und Y^ oderXj und Vg Symine,trie- 
oder Hauptachsen der Flachen (z. B. wenn die beiden Eiiizel- 
flachen wieder Kechtecke sind), ^o ist J^, yi = Jxz y, = und: 

^ _ Fi-F^.a.b 



II. Biegung bei unsymmetrischer (schiefer) 

Querschnittsstellung. 

Lage der neutralen Achse. 

226. Wirkt das Biegungsmoment in einer Ebene des Stabes, 
welche wohl die Mittellipie desselben enthalt, aber den Quer- 
schnitt in einer Achse schneidet, die nicht zugleich Haupt- 




Fig. 44. 

achse ist (45), so liegt ein Fall der unsymmetrischen Belastung 

vor. Der Querschnitt (Fig. 44) liege im Abstande a vom' 

freien Ende eines Freitragers, in welchem eine Kr^ft P in 

der Ebene OV wirkt, welche mit der X-Eichtung flen ^ ^ 

bildet. Zerlegt man diese Kraft in die Komponenten P-sin/? 

und P-coSjC?, so wird: 

6* 






(Xj = Oi - = 



84 VII. Abschnitt. 

9JJj^ =:i=p.sin/S-a und 9Ry =P.cos/J-a und 

227. Das Moment 2)?x wurde den Trager so durchbiegen, 
dafi in AB die grSUten Zng- und in CD die grofiten Druck- 
spannungen eintreten, fur 3Ky ebenso in AD und BC ; wirken 
beide Momente gleichzeitig, so wird die spannungslose Faser- 
schicht (Neutrale NN, 48) gegen die X-Achse um den ^ce^ 
gedreht, Dieser Winkel soli zuerst bestimmt werden. 

228. Nach 62 ist: 

Q= * also G== — r'~ 

und nach 54: 

V _ Ev 
rj ~ Q ' 

Nun gilt aber flir eine schiefe Aclise, die mit der X-Kichtung 
den --^au einschliefit (214): 

V = y • cos ttu — X • sin ofuj also.: 
(Ji = - . (y . cos ttu — X . sin an). - 

s 

229. Nach der I. Biegungsgleichung (60) ist dann: 

E 
2Rx = -S(Ti.f.y = -2Jf-y (y.costtu — x-sina^) 

E E 

=^ -costtu-Jx — ^-sinau.Jxv 
Q Q 

Ebenso folgt: 

E E 

3Kv = Za.*fx= • cos «« • 'Tx v — • sin an • J y. 

Q Q 

Sind die X- und Y-Richtungen Hauptachsen des Querschnittes 

(wie dies bei dem Rechteck, Fig. 44, zutrifft), so wird Jx y = 

(204) und damit wird: 

E 
2K^= -cosau-Jx 
Q 

E 
SD?v = — -sinau-Jy. 

280. Dividiert man jetzt den unteren Ausdruck durch 
den oberen, so wird: 
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^ = — tg ttu • / = cotg ^ (226), mithin : 

tgau = — r--cotgft 

womit die Richtung der N-Achse festliegt. 

231. Die letzte Gleichting laBt sich auch schreiben: 

Jx + Jvtg«ii-tg/? = 0, 
woraus sich nach 216 ergibt: i5 = «y, oder die V-Achse (in 
welcher das Biegungsmoment Wl wirkt) und die Neutrale 
sind zugeordnete Achsen. 

232* Konstruiert man die Zentralellipse (212) mit den 
Halbmessern (208): 



i _]/Jx J _-|/J.v 



so kann man die Lage der Neutralen auch durch Konstruktion 
finden. Nach 218 verlauft die zugeordnete Richtung NN parallel 
zu denjenigen Tangenten, die man in den Schnittpunkten mit 
der V-Achse an di^ Ellipse legen kann. 

Die groJtten Spannungen. 

233. Die groBten Spannungen treten in den Punkten A 
und C auf und werden dort ermittelt als die Summe der aus 
den Momenten 2)ix und 2)?y sich ergebenden Einzelspannungen 
((7x und tjy), namlich (60): 

damit wird (226): 



^x= T - , ^y = 



P-sin/J.aei ^^ P-cos/J-ae^ 



tJx Jy 

234. 1st der Querschnitt ein Rechteck von den Abmessungen* 
b und h (P^ig. 44), so wird (66) : 

ej = h/2, eg = b/2 und : 
<ymax= jj2.j^2 (b-sin/^ + h-cos/^) 

= ^2^2^ («ach Fig. 44). 
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III. Exzentrischer Druck (oder Zug). 
Theorie des Kernes. 

Die Lage der Neutralen. 

285. Wird ein verhaltnismaBig kurzer Stab aufierhalb der 
Mittellinie belastet (Fig. 45), so kann man in der Achse zwei 
gleiche Krafte P von entgegengesetzter Richtung hinzufiigen, 
ohne an dem Gleichgewichtszustand etwas zu andern. Dann 




77T7V7777777J77777777777? 



i. 



£ll 



,.-?■ 



\W^^) 



I 



a 



r ^ 



_ J 



A 



imiiiD:f 









Fig. 45. 

liefern aber die beiden Krafte P in und m ein Kraftepaar 
P-r, welches den Stab auf Biegung beansprucht nnd 
aufierdem wird der Stab durch die Achsenkraft P anf Druck 
beansprucht. 

286. Das Biegungsmoment bewirkt im Sclinitt aa eiue 
Spannungsverteilung nach Fig. 45 a (vgl. 64), wahrend die 
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Drnckspannung sich gfeichmaBig fiber den Schnitt verteilt 
(Fig. 45 b). Die resultierenden Spannungen ergeben sich 
dann nach Fig. 45 c, aus der man sieht, daB die Nullinie um 
einen bestimmten Betrag nach links verschoben ist. Die 
Lage der N-Achse soil zuerst gefunden werden. 

237* Sind in Fig. 46 die X- nnd Y-Achse Hauptachsen 
des Querschnitts, so gilt fiir die X-Achse als Nullinie (60): 

e •^ 
und, da Zt-y^^^ Jx nnd o = ^' - (54), so folgt: 



(7y 



P.tt.y 



X 




Fiff. 46. 



'& 



Ebenso ergibt sich fiir die Y-Achse: 

P.y.x 

raithin die resultierende Spannung im Punkte f : 

Gr = a, + ^y + (^x, 
wenn (x^ die durch P erzeugte Drnckspannung ist (17). 

238. Soil der Punkt f der Nullinie (NN) angehoren, so 
muB in ihm ar = werden und es folgt dann mit den obigen 
Werten fiir % und a^: 

F^ F.ix^^ ^ F.iv^' 
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worin statt der Tragheitsmomente dte Werte 208 eingefiilirt 
sind. Dann wird aber die Gleichung der neutraleii 
Achse: 

u:y , v.x__ 

1 2 • i 2 ^' 

239. Die Lage der Neutralen ist dann durch ihre Ab- 
schnitte x^ und y^ bestinimt, namlich: 

i.2 ' 
fiir X = folgt Ji = — — und 

i 2 
y^O X — — ^ 

Das negative Vorzeiehen besagt, daB die N- Achse stets auf 
der dem Kraftangriffspunkt m gegentiberliegenden Seite (von 
aus) des Querschnitts liegt. 

240. Da die obigen Beziehungen . ungeandert bleiben, 
wenn man f zflim Kraftangriffspunkt macht und dann m ein 
Punkt der neutralen Achse wird, so andern sich die Koordi- 
naten von m fiir alle neuen Lagen von f auf der N-Achse 
nicht, so dafi man sagen kann: 

Bewegt sich der Kraftangriffspunkt in einer 
Geraden, so drehen sich die zugehorigen N- 
Achs.en um einen festen Punkt (Pol), oder: 

Dreht sich die Nullinie urn einen festen 
Punkt, so bewegt sich der zugehorige Kraftan- 
griffspunkt auf einer Geraden (Polaren). 

241. Liegt der Punkt m auf einer Hauptachse (z. B, 
auf X) pder auf einer dieser zugeordneten Achse (213), so 

•wird (in Fig. 46) z. B. u = und v=^r; daraus folgt (238): 

r-Xi 



1 



1 



l.v^ 



worin iy aus dem Tragheitsmoment fiir die zweite Hauptachse 
(oder auch fiir die zugeordnete Achse) zu berechnen ist. 
Dann wird aber: 

i,2 

X, = — ^ und 
r 

Vi =°^, d. h.: 



die neutrale Achse lauft zur 11. Hauptachse (oder zur zuge- 
ordneten Achse) im Abstande x^ parallel. 



">'. 
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Diejenige Schwerachse, welche den Kraft- 
angriffspunkt enthalt (Kraftlinie) und eine 
zweite, die parallel zur Nullinie gezogen wird, 
bilden konjugierte Durchmesser der Zentral- 
ellipse (218). 

242. Weiterhin ergibt sich (aus 241), dafi die Lage der 
Nullinie von der GroBe der Kraft P ganz unabhangig ist 
und allein von der Entfernung (r) des Angriffspunktes m vom 
Punkte abhangt. 

Ftir r = oo wird Xj = ; dann geht die Neutrale durch 
den Schwerpunkt, wie dies im Falle reiner Biegung (durch 
ein Kraftepaar (12), dessen Resultierende in unendlicher Feme 
liegt, 1 64) der Fall sein mufi (56). 

Fur r = wird x^=^; dann liegt reine Druckbean- 
spruchung vor (10) und die Neutrale liegt unendlich . weit 
vom Querschnitt entfernt. 

243. Zwischen den obigen Grenzen flir r wird es einen 
Wert geben, fur welchen die Neutrale gerade deI^ Querschnitt 
beruhrt, ohne ihn zu schneiden; dann k5nnen in der Flache 
nur Druckspannungen (oder, wenn P eine Zugkraft ist, nur 
Zugspannungen) auftreten und m liegt dann auf dem Eande 
des Querschnittskernes. 

Der Kern eines Querschnittes. 

244. Legt man an einen beliebig begrenzten 
Querschnitt nacheinander alle moglichen Null- 
linien(NN), welche ihn beriihren, ohne ihn zu 
schneiden, so beschreiben die zugehorigen Kraft - 
angriffspunkte (m) den Umfang einer geschlos- 
senen Figur (Kernflache). 

245. Liegt der Kraftangriffspunkt innerhalb 
der Kernflache, so konnen in dem Querschnitt 
nur einerlei Spannungen (Zug'oder Druck) auf- 
treten (243); ein Spannungswechsel innerhalb 
des Querschnittes ist ausgeschlossen. 

246. Ein geradlinig begrenzter Querschnitt hat auch 
einen geradlinig begrenzten Kern (Fig. 47). Fallt dann die 
Nullinie mit einer Seite des Querschnittes zusammen, so liegt 
der Kraftangriffspunkt in einer Ecke des Kernes; dreht sich 
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die Nullinie um eine Ecke des Querschnittes, so bewegt sich 
der Kraftangriffspunkt auf einer Seite des Kernes (240). So 
entspricht der Drehung der N-Achse um a (Fig. 47) die Kern- 
linie if, um b die Linie gf und so fort, wobei der ein- 
springende Winkel cde (nach 244) nicht mitzurechnen ist. 




Fig. 47. 

Krummlinig begrenzte Flachen haben auch einen krumm- 
Hnig begrenzten Kern. 

NB. Viele MateriaUen, wie Mauerwerk, vor allem das Fagenmaterial 
desselben, vertragen keine erhebliche Zngbeanspruchuug ; danu ist fur 
solche vorzuschreiben, daC die Kraft P innerhalb des Kernes angreift (vgl. 
den Anhang dieses Kapitels). 

Bestimmung der Kernflache einiger einfacher Querschnitte. 

247. Eechteck (Fig. 48a). Wegen der .symmetrischen 
Lage der Flache in bezug auf die Hauptsachen X und Y wird 
die KernflacKe ebenfalls symmetrisch liegen und zwar ent- 
spricht der Kernpunkt A der Lage N^N^ der Nullinie (246) 
und es gilt (241): 



1 2 



> 



worin das negative Vorzeichen, welches nur die Richtung von 
r^ angibt, fortgelassen wurde. Nun ist (208): 

^> — F ~~ bh y^^^^^)- 12 
und X, rr:=b/2 (nach der Figur); mithin: 

r^ ^-^ P , die Kernbreite 2 r, = « • 
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248. Ebenso entspricht der Kernpiinkt B der Lage NgNj 
der neutralen Achse; mithin wird: 

i 2 



1"2 = 



Jl 



worini.'=^^=.\^^'^-(66,la) = ^ 

und yir=h/2 ist. Damrt wird: 

ig = h/6 und die Kernhohe 2t^ = h/s. ^ 

^5 '^ 




Cjftt>) . 



Fig. 48. 



249. Fiir das Quadrat (Fig. 48 b) als Becliteck wird 
b = h == a und damit : 

2 r^ = a/3 = 2 rg 

und der Kern wird wieder ein Quadrat. 

250. Fiir den Kreis-(Fig. 49a) gilt fiir jede Lage der 
neutralen Achse: 

J 

"F.d/2 
Mithin ist der Kern wieder ein Kreis vom Radius: 

7t 



^1 = 



i^ 



const. 



ri = 



d* 

64 d 



.r d 8 
4 2 



Oder dem Durchmesser d^ = d/4. 



W!Sm 
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251. Fur den Kreisring (Fig. 49b) ergibt sieh auch als 
Kern ein Kreis (da der innere Kreis keine Bertihrenden liefert, 
die die FJaehe niclit schneiden, 244) vom Radius: 

''=-« — s 

1 D« + d« 



Oder dem Durchmesser: 



1 D^ + d^ 




Fig. 49. 



Kern einer zusammengesetzten Flache. 

252. Die Lage der Eernpunkte einer zasammengesetzten 

Flaehe laBt sich leicht bestimmen, nachdem die Lage der 
Hanptachsen, die HanpttragUeitsiiiomente (Jj = J.^ und J« 
= Jy (206)) und die zugehorigen Tragheitshalbmesser (i, und 
i, aus J, =F-ii^ ond J3=F-i3^ (208)) berechnet worden 
sind; dann flndet man namlieh die Koordinaten eines Kern- 
panktes aus 239 zu: 



(wobei wieder die negativen Vorzeichen fortgelassen und fiir 
i^i uiid iy die fiir die Hauptaehsen. geltenden Werte i, nnd 
ij gesetzt wurden (247)). 
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Diese Ausdriicke kann man aber auch leicht kon- 
struieren. 

253. 1st in Fig. 50 NN eine beliebige Lage der Nullinie, 
so schneidet dieselbe auf den Achsen die Strecken x^ und y^ 
ab. TrSgt man nun auf der X-Achse, fiir welch« sich das 
groBte Tragheitsmoment J^ ergeben moge, i^ = b auf, yer- 
bindet a mit b und zieht b c _L ab, so folgt : 

A a b' - A b c 
(wegen der Gleichheit aller Winkel); mithin ist: 

c : ii = ii : yi uiid somit : 

Oc = -^- = u. 

yi ■ • 






V 



^'t^'^ 



v&\^ 



l4^ — 4^ 

Fig. 50. 

Ebenso wiirde sich nach demselbeii Verfahren fiir die Y- 
Richtung ergeben: 

Od = ^^'=v, 

womit die Lage des Kernpunktes m festliegt. 

254. Fiir die aus 2 Rechtecken bestehende Flaclie (Fig. 61) 
wurde ermittelt (223) : 

3* 8- 6 ^ j^^ J- 3- 8 '2,0 ^ ^f. 

''^^ 3.8 + 3.7 =2'^^ ''"=^^ = 3;-8+3T = ^'^^''°*' 

''^ ^3.8 + 3. 7'="- 2'^^ "^'"5.^. -3.8+3.7 =1.17 cm; 

worin iiberall a = 5 cm, b = 2,5 cm uacli der Figur ist. 
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Damit ergeben sich in bezug auf die senkrechten Schwer- 
aclisen X und Y die Momentensummen (224): 



.'-'lU^ 




Fig. 51. 



j, = -1^.8.3» + j!^.3.7« + |J^^* = 383,65cmS 



Jv = 



3-8.3-7.2,5'^ 



12-^-«'' + 12-'^-3* + -3:8 + 3.7 =213,8 cm- 



ferner nach 225: 

^ 3-7. 3. 8-5. 2.5 ... , 

Jx,v = 3T8 + 3-.7- ==-140 cm*. 

255. Mit den senkrechten Richtungen schlieBen die Haupt- 
achsen U und V einen Winkel (a) ein, fiir welchen gilt (204) : 
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tg 2 a = + ,j 



2.140 
383,65 — 213,8' 
woraus sich ergibt: 

Die Haupttragheitsmomente selbst ergeben sich dann (205) zu : 

J,, = J, = 298,73 + Vs y 169,85^ + 4 • 140'^ 

= 462,48 cm*" und ahnlicherweise: 
j^ = J^ = 134,97 cm^ 

Nacli 201 muB dann: 

Ju + Jv = Jx + Jy = 597,45 cm* sein. 
256. Damit ergeben sich die zugehorigen Tragheitshalb- 
messer (208): 

r J, 



*^ = K, 



+ F, 



3,21 cm und 



l2 = 



•^^ = 1,73 cm ; 



womit zugleich die Halbmesser der Zentralellipse festliegen, 
die nun leicht verzeichnet werden kann (Fig. 51). 

267. Die Konstruktion der Kernpunkte (1 bis 5) erfolgt 
nun nach dem 253 gekennzeichneten Verfahren, indem man 
alle moglichen Kichtungen der Neutralen (NN) mit den 
Hauptachsen U und V zum Schnitt bringt, die Schnittpunkte 
mit den Endpunkten der Strecken ij, beziehungsweise ig*) 
verbindet und auf diesen Strecken Lote errichtet; dann 
schneiden dieselben auf den Hauptachsen die Koordinaten 
der Eckpunkte der Kernflache ab. Es entspricht dann der 
Lage NjNj der Kernpunkt 1, ebenso N2N2 der Punkt 2 usf. 
und zwischen diesen Punkten ist der Kern geradlinig be- 
grenzt (246). 

*) ii ist nach 253 auf derjenigen Hauptachse aufzutragen, ftir welche 
sich das groCte Tragheitsmoment ergibt, also auf der U-Achse, ig ebenso 
auf der V-Achse. 

258. Fallt ein Schnittpunkt sehr weit von der Figur fort 
(z. B. von N3N3 mit V), so ziehe man zur Neutralen einen 
parallelen Durchmesser der Zentralellipse (Sd), dann muB der 
zugehorige Kernpunkt (3) auf dem konjagierten Durchmesser 
liegen (241, SchluB), der aber zu der im Endpunkte des 
ersten Durchmessers gezogenen Tangente (t) parallel ver- 
lauft (218). 
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Ermittlung der Baodspannungen mittels des Kernes. 
259. Macht man die Eraftlinie (241, SchluS) Sm in 
I'lg 52 zur X-Achse und die Parallele zur Nullinie (NN) zur 
"t-\cbse eines scliiefen Koordiuatenayatems, so werden die 
Kandspanuungen (a^ und a^) gleich der Summe (oder Differenz) 
der ans der Druckkraft P aud dem Biegnngsmoment P;r her- 
riihrenden Einzelspannungen, nilmlicli (238): 

3- + 



f fj 




Fig. 62. 

(da iu bezug auf 238 and Fig. 46 fur einen Pnnkt der 
X-Achse u — nnd T = r wird^l; dagegen wird: 
P P.r.x, 
^"=F- F.i? ■ 
Das negative Vorzeichen ist dadurcli begrnndet, daU auf der 
der Neutralen NN gegeniiberliegenden Seite das Vorzeichen 
der Spannnng wechselt. 

260. LSge der AngriJfspunkt auf dem Kernumfang ia 
nil ^^^^ i^a) so waren N^N, und N^N^ die zugehBrigen den 

') Fur scbiefe Achgen ergeben aicb namlicb, sofem es sich nm znge- 
oiduete Bichtnngen haudelt (241, SchluQt genao dieselben Beziehnugen. 
wie vorher fUt die senkrechten Hauptathsen dea (JnerschnittM (vgl. Mttller- 
Breslaa, Graphiscbe Statik). 
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Querschnitt beriihrenden Neutralen (244) und es wiirde 
sein (247): 

r. = — und Ta = ~, mithin wird : 

Y T 



p. la P.l, 



261, P-lg kann man aaffassen als Kraftmoment fiir den 
Kernpunkt nig (Kernmoment SRg)? ebenso PI, als Kernmoment 
Will dann schreiben. sich die obigen Gleichungen noch ein- 
facher : 

— i ^ _ i 
Bei reiner Biegung wiirde sein (61): 

_m 

mithin ergibt sich die interessante Beziehung, dafi das 
Widerstandsmoment fiir einen beliebigen Rand- 
puhkt gleich dem gegentiberliegenden Kern- 
radius, raultipliziert mit der Flache ist. 

NB. Tragt man in alien Richtungen statt der Kernhalbmesser r die 
dazu proportionalen Werte F^r auf. so erhSlt man eine geschlossene Figur, 
BUS deren Abmesflungeu man die Widerstandsmomente W ftir alle be- 
liebigen Achsen entnehmen kann ( W-Flache ; vgl. Muller-Breslau, Grapbische 
Statik, Bd. I). 



IV. Die Schubspannungen im gebogenen Stabe. 

Die Schubspanoiungen im Langenschnitt. 

262. Bei Gelegenheit der Besprecliung der Biegungs- 
festigkeit wurde festgestellt, dafi in jedem Querschnitt eine 
von der auJJeren Belastung herriihrende Schubkraft V (58) 
wirkt, welche nur verschwindet , wenn die Biegung allein 
durch ein Kraftepaar (mit der Besultierenden = 0) erfolgt 
(z. B. 96). AuBerdem wird aber bei der Durchbiegung eines 
Stabes eine Verschiebung der Fasern (49) gegeneinander ein- 
treten, dem sich die Festigkeit des Materials mit einer Schub- 

Galka, Tccliniscljc Mechanik II. i. Autl. 7 



1 
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kraft T entgegensetzt ; diese Kraft soil zuerst in Riicksicht 
gezogen werden. 

263. Sclmeidet man in einem gebogenen Stabe (Fig. 53) 
zwei unendlich benachbarte Querschnitte I und II heraus 
nnd betrachtet den Gleichgewichtszustand eines dazwischen 
liegenden Flachenteiles (F), so gilt dafiir: 




Fig. 53. 

worin S^ und S!^ die die Verschiebung bewirkenden Spann- 
krafte, T die der Verschiebung entgegen wirkende Schubkraft 
ist. Nun ist (56): 

und darin (54): 

* Y 

wenn a^ die durch das Moment Tt^ erzeugte Spannung dei 
auBersten Faser ist. Dann ist aber: 

S, = ^2:f.y = VF.yo (I, 8L 88j. 

264. Nach 60 ist nun: 

Oj Wo .... 
-= ^, mithm: 
e Jn 

Kbenso wurde man fur die zweite Spannkraft erhalten: 



s. 



Jx 



F-yo- 
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Hierin ist F die Flache des abgeschnittenen SttickeS; Jk da- 
gegen das Tragheitsmoment des ganzen Querschnittes fur die 
N-Achse. 

265. Liegen die Querschnitte I und II unendlich dicht 
nebeneinander, -SO kann man setzen (89): 

mithin ist S2>Si und zwar: 

^2 = 7 ^ -Yo 

und damit wird dieSchubkraft im Langenschnitt (263): 

T-S„-Si=^.F.y„. 



'2 



Jn 



266. Fiir die zugehorige Schubspannung foigt dann 
(37): 

_ T__V F.y, 

"""^b^—b* Jn ' 

worin fiir V der aus dem betreffenden Schubkraftdiagramm 
(88) stammeiide Wert einzusetzen ist. 



Die Schubspannungen im Querschnitt. 

267. Ist der Querschnitt symnietrisch in bezug auf die 
Y-Richtung (Fig. 54), so schneiden sich die am Rande wirken- 
den Schubspannungen Tq, da sie tangential zum Unifang 
fallen (166j, im Punkte a der Symmetdeachse und es ist an- 
zunehmen, daB durch diesen Punkt alle in der Linie b wirken- 
den Sch'ubspannungen [r) hindurchgehen. 

268. Die senkrechten Komponenten der Schubspannungen 
(ty) sind nach dem Fruheren (165, SchluB) gleich den senk- 
recht zur Bildebene gerichteten, im Langenschnitt wirkenden 
Spannungen (t, 266), von denen man annehmen kann, da6 sie 
sich liber die ganze Breite b gleichmafiig verteilen; dann 
wird aber tiberall (266): 

^ b Jn' 
worin V wieder die aus dem Schubkraftdiagramm zu ,ent- 
nehmende Querkraft ist. 

7* 
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269. Damit wird dann: 



X 



Tx = 'Pytga = iry-j^ 



Aus dem Dreieck acd folgt aber: 

. __b 

"" 2 tg ao' 
woraus sich ergibt: 



X 



^x==^y^-2tgao' 

(Verlauft die Kandspannung parallel zur Y-Achse (a^^ 
so wird dort Tx = 0.) 



= 0), 



-4^ 










270. Ftir die Spannung an einer beliebigen Stelle folgt 
ferner (nach Fig. 54): 






Zy 



1 V F.y„ 



cos a cos a b Jn 
In der vertikalen Svmmetrieacbse (a = 0) wird also die Schub- 



» " . » V 



t 



• 
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Yerteilung der Sehubspannung in einfachen Querschnitten. 

a) Eechteck: 

271, Fiir das Rechteck (Fig. 55) wird in der Entfernnng 
yj von der Mi tie: 



F.yo = b(e-y.).^-±^'=|(^' 

ferner Jn= Vi2-b-h* (66), 

mithin (268): 



5-1 "), 



n 



^ 










Fiir Yi = e (den oberen Rand) wird Xy =[0 und fiir die N-Achse 
(uiit Yi = und e = h/2) erreicht ^die£|Schubspannnng ihren 
grSfiten Wert mit: 



'max 



3V 

2b. h 



Tragt man alle Werte von Tv von einer Senkrechten aus an, 
so ergibt sich als Begrenzung wieder eine Parabel (vg). 
auch 167). 

272. Fiir alle aus Rechlecken zu^mmengesetzten Profile 
(Wal/profile, Blechtrager) ergibt sich die maximale Sehub- 
spannung in der N Acbse (dort, wo die Biegungsspannungen 
= sind), so daB in der Nahe der Auflager eines Tragers, 
wo die Schubkrafte am groBten werden, kontroUiert werden 
muB, ob der Querschnitt in der N-Achse fiir die Ubertragung 
der Scluibspannungen geniigt. Die Schubspannungen im Langs- 
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schnitt sind dabei ebenso gro6, wie die im Querschnitt. Bei 
einem genieteten Trager muB die Schnbkraft (T, 265) von 
der Vernietung der Langsnahte ubeitragen warden, deren 
Berechnung aus dieser Kraft zu erfolgem hat. 



b) Kreisflache (Fig. 56). 

278. Im Abstande y von der Neutralen wird die Spannung' 
in der Y-Achse (268): 



V F. 



Ty = -T- 



Xo 



b Jn 




Fig. 56. 



1 b= 



Nach der Figur ist b = 2r.cosofo und yo = ^.\ur,^) also: 

1^ r 



1 



r*'7t 



F. yo = ^^ b'"^ und Jn = -^- (I, 420). Mithin : 

4 ^^ coa-ao 
Ty = TT • V • — o 

Danach wird die (groBere) Randspanming (270): 



Tv 







4^^ COSOfo 



274. Die grofiten Spannungen im ganzen Querschnitt er- 
geben sich wieder fiir die neutrale Achse. wo a^^ = (also b = 2r) 

ist, zu: 

4 V 



max 



8 r^T' 



'} Vsfl. Tascheubuch der Hiilte. Kap. Schwerpmikte. 



Meehaiiik der elastisoh-festen Korper (Festigkeitslehre). 103 

und ebenso ^roB sind die Spannungen in deiDJenigen Langs- 
schnitt, der die Nulliiiie in sicli enthalt (268). In der auBersten 
Faser (a = 90^) sind die Schubspannungen dagegen wilder 
gleich Null. 

NB Die^friihere Anuahme, daC bei reiner Schubbeanspnichung die 
Spaunkraft V sich iiber die ganze Flache gleich ma Big verteilt (37), ist nach 
dem obigen keineswegs zutreffend. Beim Rechteck wurde bei gleichmafiiger 
Verteilung : ^ 

_ V 

''■" b-h 
sein, wahrend sie tatsachlich in der N-Achse um 50% grSBer ist (271) 
beim Kreise 30% grSfier und ahnlich bei alien Ubrigen Querschnitten. Die 
frliheren Annahuien sind fiir genauere Rechnungen mit Ruckaicht hieranf 
za korrigieren. 



V. Zusammensetzung von Normal- und Schub- 
spannungen. 

Die Hauptspannungen und deren Bichtung. 

275. Die Zusammensetzung soil unter der Voraussetzang 
erfolgen, daB es sich um einen auf Bieguug beanspruchten 
Stab handelt, wobei Normalspannungen in jedem Querschnitt 
und Schubspannungen sowohl im Langenschnitt als auch im 
Querschnitt vorkommen (262). Die gewonnenen Eesultate 
werden sich fiir andere Falle, wo gleichzeitig Normal- und 
Schubspannungen zu libertragen sind, auch verwenden lassen. 

276. Vorausgesetzt sei ferner, daB es sich um ein isotropes 
Material handeln soil (24, NB.), welches nach alien Richtungen 
hin gleiche Festigkeit besitzt; auf die Unterschiede, die sich 
daraus ergeben, daB diese Bedingung nicht erfiillt ist, wird 
am SchluB dieses Abschnittes hingewiesen (297). 

277. Aus dem Stabe sei ein unendlich kleines Prisma 
herausgeschnitten mit dreieckiger Grundflache (Fig. 57), so 
daB eine Seitenflache (fg) parallel zur Achse (X), die zweite (fj 
in einem senkrechten Querschnitt (Y), die dritte (f) in einem 
Schragschnitt liegt. In f^ wirkt dann, wie in jedem Langs- 
schnitt (262) die Schubspannung t, wahrend die Normal- 
spannung (ay) vernachlassigt werden kann. Im Querschnitt 
i\ wirkt die Normalspannung a und ebenso die Schubspannung 
T (268), ira Schragschnitt f eine Normalspannung o' und eine 



I 
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Schubspannung t\ Alle Spannungen sollen in der XY- 
Ebene liegen. 

278. Setzt raan, wie dies flir die Rechnung bequem ist, 
die Flache des Schragschnittes f = 1, so wird (n. d. Fig. 57) : 

fi = 1 • sin or ; fg = 1 • cos a. 
Dann muS fiir das Gleichgewicht der Spannkrafte in der X- 
Richtnng gelten (I, 104): 

a'-sina-f + '^'-cos a-f — r-f^ — a.f^ =0 
Oder mit den obigen Werten fiir die Flachen: 

1. a'. sin a 4*'^' -cos a — T-cosof — (J-sin = 0. 
Ebenso folgt in der V-Richtung: 

2. a' . cos a — t' • sin « — r . sin a = 0. 




279. Multipliziert man 1. mit sin a, 2. mit cos a und addiert 
beide Gleichungen, so folgt: 

a' (sin ^ a -|- cos^ a) = (J • sin^ a + 2 T . sin a . cos a 

a' = -- (1 — cos 2 a) + r-sin 2 a. 

Multipliziert man dagegen 1. mit cos «, 2. mit sin cf und sub- 
trahiert 2. von 1., so lolgt: 

T (sin^ Of + cos^a) = r (cos^ a — sin^ a) -{- a- sin a- cos a 

i:' = T • cos 2 a -)-■ o • sin 2a. 
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280. Urn denjenigeu ^ a zu finden, fiir welchen a-ein 
Maximum (oder Minimum) wird, setze man: 

y~ = 2' ^•sin2a4- 2T-cos2a==0 
da 2 ' 

2t' 
Also ergeben sich die Grenzwerte fiir a' in einem 
solchen Schragschnitt, wo die Schubspannungen 
verschwinden. 

Fiir den ^ cfn, den dieser Schnitt mit der X-Achse ein- 



•o> 



schliefit, gilt dann: 



tg2«o = - 



22r 

o 



281. Dieser Bedingung geiiiigen zvvei -^ a,,, die um 90^ 
gegeneinander versetzt sind. Mankannalsodurchjeden 
Punkt eines Korpers zwei Schragschnitte legen 
(die miteinander 90^ einschlieUen), in welchen die Schub- 
spannungen fortfallen und die Biegungsspan- 
nungen reine Normalspannungen sind. Diese 
Spannungen heiBen dann Hauptspannungen und ihre 
Richtungen Hauptricht.ungen. 



Die Spannungsellipse (Fig. 58). 

282. Setzt man im Punkte m die Spannungen o und x 
zu r zusammen, ebenso in m' die Spannungen o und t zu r' 




Fig. 58. 

und zerlegt die letztere in y' || r und x' 
Gleichgewicht an dem Prisma: 



7, so folgt fiir das 
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Oder nach 278: 
ebenso folgt: 

Oder, da: 
so ist audi: 



j^ :^r-sin a; 

x' =^T-cos a, also: 
sin a = j'lT, cos a = x*/r 

sin-a + cos^a = 1, 

Das ist aber die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse fiir 
die zugeordneten Durchmesser x' und y' als Achsen. 

283. Setzt man fiir alle moglichen Schragschnitte, die 
durch einen Punkt m' gelegt werden konnen, die Normal- 
und Schubspannungen zu Resultierenden zusammen, so liegen 
die Endpunkte aller dieser Strecken auf einer Ellipse, der 
Spannungsellipse. Die Hauptachsen dieser Ellipse sind 
zugleich die Hauptrichtungen, in welchen die Hauptspannungen 
liegen (281). 

NB. Handelt es sich um beliebige raiimliche Spannungen, so ,tvitt 
fiir die Spannungsellipse das Spannungsellipsoid ein. 

Die GroBe der Hauptspannungen. 

a) N r m a 1 s p a n n u n g e n. 

284. Ist in Fig. 57 der Schragschnitt f ein solcher. in 
welcliem die Schubspannungen fortfallen (280), so wird cf ==: a^, 
t[^=0 und a' eine Hauptspannung (281); dann ergeben sich 
uhter den in 278 genannten Voraussetzungen die Gleichge- 
wichtsbedingungen (278): 

1. ff'^sin c(q — T-cos Oq — (7. sin (Xq=0; 

2. a -cos a^ — T-sin ag = 0. 

285. Aus 2. folgt: 

tg «o = . ' 



aus 1. dagegen: 



tg a„ = -, 



Mechanik der elastisch-festen KSrper (Festigkeitslehre). 107 

woraus sich die quadratische Gleichung ergibt: 
deren \V'urzeln siiid: 



<''-i±l^'^'+^-' 



286. Dieser Gleichung entsprechen zwei Hauptspannungen 
((Ti und Gii\ die einen rechten Winkel einschlieBen (281) und 
deren GroBe wird: 



''^ == I + 1]/''' + * ^' 



a 1 



""=2-il/'^'+*^'- 



Die erste Hauptspannung ist stets eine Zugspannung, die 
zvveite dagegen Druckspannung, da die Vorzeichen unter der 
Wurzel ungeandert bleiben. ganz gleichgiiltig, vvelche Vor- 
zeichen im einzelnen o und i haben. Ferner ergibt 
sicli noch: 

Oi + Oli = G. ^ ' 

b) Schubspannungen (Fig. 59). 

287. Bezieht man sich auf ein sehr kleines Prisma, in 
dessen Seitenflachen f, und fg nur die Hauptspannungen gl und 
On wirken, wahrend in der dritten Flache f die Normal- 
spannung a' und die Schubspannung t herrschen (277), so 
schlieBen fj und 1*2 einen -^ 90^ ein (281) und es gilt, wenn 
wieder f = 1 gesetzt wird, (278) : 

fj z= 1 . sin /? und £2 = 1- cos ,d 

288. Zerlegt man oj und an in die Richtungen von g' und 
T, so ergibt sich Avieder fiir das Gleichgewicht der Kratie: 

1. o' = (7i-sin/!?-sin/S -j- an -cos/!? -cos j^, 

2. r = Gl -cos/S-sin/i? — an • sin /S- cos/?. 

Aus Gleichung 2. folgt dann: 

f ^1 — an , -^ 
7 = -Sin 2/:?. 

289. Hieraus ergeben sich aber die + Maxima von z' 
fiir die groBten und kleinsten Werte von sin 2p^, namlich + 1, 
und zwar ist: 
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K • ■ 



n\\ 90" = + L /^i =45" unci 
sin270'» = — 1, ;t?2 = i3o^ 




Bezeichnet man wieder die zugehorigen Spamuingen als 
Haiiptschubspannnngen (ti und tu\ so wird fiir 
/^, =45«: 

Gi — Gil 



Tj = + 



und liiernach (286): 



ebenso fur /Si=135": 

und beide scliliefien" wieder einen --^ 90^* ein. 



Die mafigebenden Spannungen. 

290. Unter maBgebenden Spannungen versteht man die- 
jenigen, die bei gleichzeitigem x4uftreten von Normal- und 
Schubspannun^en der Berechnung zugrunde zu legen sind. 
Bei den einfachen Fallen der Beanspruchung von geraden 
Staben (Absehnitte A bis E dieses Baches) gescliah die Be- 
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rechnung. der notwendigen Querschnitte aus den mit Riick- 
sicht auf die Sicherheit der Konstruktion zulassigen Grenz- 
werten der Spannungen (k). Ebenso ist vorzugehen, wenn 
bei zusammengesetzter Festigkeit niir Normal- oder nur 
Schubspannungen auftTeten. 

291. Treten dagegen beide Arten von Spannungen gleich- 
zeitig anf, so ist es zweifelhaft, ob die Zerstorung des Stabes 
erfolgen wird durch die Hauptnormalspannungen oder die 
Hauptschubspannungen, oder ob etwa die maximal en Deh- 
nungen oder Schiebungen in den Querschnitten schlieUlich 
die Zerstorung des Stabes herbeifiihren. 

292. Nach de'm heutigen Stande der Wissenscliaft ist au- 
zunehmen, daC die Gefahr der Zerstorung eines 
Stabes am meisten nahegeruekt wird, wenn die 
durch disC Hauptspannungen bewirkten Deh- 
nungen unzulassige Werte annehmen. 

293. Bestimrat man mit Hilfe der Gleichungen 24 die in die 
Richtung der Hauptspannungen fallenden Dehnungen (ci und 
«ii), wobei aber, da in der Z-Richtung keine Spannungen 
liegen (277, SchluB), 0^ = ist, so ist zu setzen (25): 

(7x = oi und Gy = (Jii ; 
dann wird: 



'-!(". -"I 



und: 



1 / (7i 

E\ ^ m 
(Diese Beziehungen gelten aber nur fUr isotropes Material 23, NB. 276.) 

294. Die diesen mafigebenden Dehnungen entsprechenden 
maBgebenden Spannungen (reduzierte oder ideelle 
Spannungen (Xi) sind innerhalb der Proportionalitatsgrenze (20): 

(Jii = €i-E; oi, =£n-E 

oder mit den obigen Werten: 

m ' - m 

Setzt man hierin die Werte der Hauptspannungen ein (286), 
so fulgt: 



m — 
""'^^ == "2 m 



1 I m -f- 1 1 / 2 I 1 > 
' 2m ^ ' 



1 



no . VII. Abschnitt. 

und ferner: 

m — 1 ni + 1 



'^.'^"- 2-m 



2m f ' 



295. Mit m = i% (far die meisten Metalle, 24) erhalt 
man fiir beide Spannungen als gemeinschaftlichen Aasdrack: 

ff, = 0,85 ff + 0,65 1/(7^ + 4 t"', 

Oder mit m = 4. dem oberen Grenzwert der Poisson'schen 
Zahl (24) : 

(71= g a 4- -]/<72 + 4t2. 

HierDach konnen nun die maBgebenden Spannungen aus den 
in einem senkrechten Querschnitt wirkenden Spannungen a 
und T (Fig. 57) ohne weiteres berechnet werden, wobei es 
keinen grofien Unterschied bedeutet, ob man nach der einen 
Oder anderen Formel reehnet; gebrauchlicher ist die erste. 

296. Urn das Verlialtnis der Schubspannungen zu diesen 
ideellen Spannungen zu bestimmen, beachte man, daB bei 
reiner Schubbeanspruchung a = und somit (289): 

Tl = -f- T, Tn = ~ ^ 

ist. Sollen diese Spannungen, die fiir die Hauptspannungen 
geltenden Werte nicht iiberschreiten, so muB a\ich: 

1 ' m ^ m 

sein, woraus dann folgt : 

m 



Oi 



m + 1 ^' 

Oder wenn der zulassige Wert der ideellen Spannung mit k'^, 
derjenige der Schubspannung mit kg bezeichnet wird, so muB 
(fiir m==i«/3 bis 4): 

k, = 0,75 bis 0,8 k^, 
sein (vgl. 39). 

297. Die obigen Beziehungen (295) gelten nur fiir iso- 
trope Materialien (24); fiir all^ anderen ist die Schubspannung 
T noch mit einem Faktor (a„) zu multiplizieren, welcher den 
Fall beriicksichtigt , daB die zulassigen Werte der Schub- 
spannungen zu denjenigen der Normalspannungen nicht in dem 
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obigen Verhaltnis (296) stehen^fDann folgt also die ftir 
alle Korper gultige Gleichung: 



(Ti = 0,35 o± 0,65 Va- + 4 la^ -xf, 
woriii : 

zulassige Normalspannung 

. — '- -zulassige Scliubspaimnng 

dem sog. Anstreiigungsverlialtnis ist; mit in=^^®/ 
wird noch: 

m 4- 1 



m 



= 1,3. 



NB. Durch die Hinziifiigung voh «o ist auCerdem die MQglichkeit 
gegeben, besondere Falle der Kraftiibertragung bei wechselnder GroCc oder 
Richtung der Krafte usw. mit zu beriicksichtigen. Vgl. hieriiber Bach, 
Elastizitat und Festigkeit. 



VI. Praktisch wiohtige Falle der 2susammen- 

gesetzten Festigkeit. 

Biegung mit Zug zusammenwirkend. 

298. Die hierbel auftretenden Spannungen sind reine 
Normalspannungen (falls die bei der Biegung auftretenden 
Scbttbspannungen zu vernachlassigen sind, vgl. 308, 312); die 
Zusammensetzung derselben zu Resultierenden ipr) erfolgt 
also einfach durch Addition oder Subtraktion derjenigen 
Spannungen, die sich aus den )3eiden einzelnen B^anspruchungen 
ergeben. 

299. In Fig. 60 wird ein oben eingespannter Stab durch 
eine im Abstande d von der Mitte angreifende Kraft P schrag 
belastet; zerlegt man dieselbe (I, 20; in: 

Pjj = P . cos a und P^ = P . sin a, 

so beansprucht Ph den Stab auf Biegung (85). Man kann 
nun in der Achse zwei Krafte Pv von entgegengesetzter 
Richtung hinzuftigen , ohne an dem Gleichgewichtszustande 
etwas zu andern; dann wird der Stab aber durch ein Krafte- 
paar PycJ ebenfalls auf Biegung, durch Py in der Stabachse 
aber noch zusatzlich auf Zug beansprucht. 
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800. Sind die den obigen Beanspruchungen entsprechen- 
den Einzelspannungen a^, a^ und a, so ergibt sich fiir die 
auBerste Faser recbts von der Achse (mit Riicksicht auf 48): 

links von der Achse dagegen: 



Or =a — <7i — a.> 



(worin Zugspannungen +, Druckspannnngen 
sind). Seizt man nun hierin (17 und 60): 

Pv Ph-1 . Pv<J 



bezeichnet 



a 



(T, = 



L • ft 

W ' '' 



w 




mg. 60. 

SO folgt gemeinschaftlicli fiir beide Spannungen-[(und zwar 
fiir die eingespannte Stelle): 

Psina p. cos a. 1 p. sin ad 

301. Wird hierin ^=0, greift also P in der Achse des 
Stabes an, so fallt das letzte Glied fort, und es wird: 

P-sina P.cosa-l 

Wird d < 0, greift also die Kraft P links von der Achse an, 
so kehren sich die Vorzeichen des letzten Gliedes (300) ura. 



^r = 0-i,„ 
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302. Besonders wichtig ist noch der Fall, da6 die Kraft 
P parallel zur Acbse liegt (a = 90^, exzentrischer Zag) ; dann 
wird sina = l, cosa = und: 

Z. B. bei kreisfdrmigem Querschnitt ist: 

W-^ 3 d . 
32 
Greift nun P gerade am rechtsseitigen Rande an, so wird 
5 = d/2 und damit die grofite Randspannung: 

F 

d. h. fiinfmal so groB, als wenn die Kraft in der Mitte 
angriffe. 

308. x4l1s zulassige Grenze von a,, ist der fur Biegung 
geltende Wert ki, (49) anzunehmen. Bei Materialien, wie 
GuBeisen, deren zulassige Biegungsanstrengung von derjenigen 
auf Zug sehr verschieden ist mu6 allerdings noch ein Faktor 
/?,, hinz:ugefugt werden, so dafi zu setzen ist: 

worin : 

^ zulassige Biegungsspannung . 

zulassige Zugspannung 

Biegung und Druck. 

304. Handelt es sich urn einen verhaltnismafiig kuraen 
Stab, bei dem Knickung nicht zu befiirchten, so ist die Be- 
rechnung ganz ahnlich auszufiihren, wie im vorigen Absatz 
besprochen (vgl. auch die Betrachtungen 235 u. f., sowie den 
Anhang). 

305. Wird ein Stab von erheblicher Lange exzentrisch 
auf Druck l^ansprucht (nach Fig. 35), so ist nach 178: 

f / 1 

i = u - - - - 

Galka, Technische Mechanik II. 2. Aiifl. 8 
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mithin das Biegungsmoment an der eingespannten Stelle: 
2W,„ax = P (u + f j = --i*;-^...-. 

Daniit wird die maximale Zugspannung (links von der 
Achse) : 

dagegen die maxiraale Druckspannung (rechts von der 
Achse): 



Or = — 



'max 



<k. 



W F 

NB. Nahere8 hierttber, sowie uber den Einflufi einer grofieren oder 
kleineren ExzentrizMt : Bach, ^lastizitUt iind Festigkeit. 



Biegung und Schub. 

306. Vorausgesetzt sei auch liier^ da6 die Ebene des 
Biegungsmomentes eine Hauptachse des Querschnittes ent- 




Fig. 61. 

halt (45), daB abBr die Lange des Stabes (1) gegen die Dicke 

(d) nur gering sei (Fig. 01). Im Abstande y von der Achse 

ist die Biegungsspannung des eingespannten Querschnittes 

(54 and bO) : 

P.l 



die Randspannung, von der Schnbkraft herriihfend (V 
nach 270: 

cos a b Jx ' 



-=p) 
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mithin die derBerechnung zngrunde zulegende ideelle Spannang 

(297): 

(Ji = 0,35 ffi + 0,65 yaiM^"4 (a^-tf. 

V 

a) Der Quersclinitt ist ein Kreis. 

307. Dann wird: 

TV 

yzmr-^sina; J = -.i'* (I, 420), also: 

^1 = -8 - (306); T= .- -_— 5- (273). 

Ist feruer (bei isotropem Material): 

ao = 1 (297), so folgt : 

ffi== ---^(0,35sina4"0,65ysin*a+L--y-cosa] 1. 

Hierin ist der Ausdruck vor der Klammer die Biegungsan- 
strengungder aufiersten Faser (a, fiir a = 90®), fiir welche 
an der Grenze ki, zu selzen ist. Damit wird: 

^i'^kb 1 0,35 sin « + 0,651/sin^a +(^-y-cos«| 1. 

308. In der aufiersten Faser ist die Schubspannung = 
(274, Schlnfi) undai^ki,; in der Achse dagegen ist a^ =0 und 
die Schubspannung wird hier allein mafigebend. Kechnet 
man fur alle tibrigen -4 a und und fiir versehiedene Werte 

des Verhaltnisses y die zugehorigen Spannungen Oi aus, so 

kann in dem Falle, dafi dieselben die Biegungsspannungen 
der aufiersten Faser nicht wesentlich uberschreiten, der Trager 
allein auf Biegung berechnet werden. Das tritt aber nicht 
ein, solange ]>r;2 oder >d/4^) ist. Solange bei kreis- 
formigem Querschnitt die Lange des.Tragers 
>d/4 ist, kanndieBerechnung allein auf Biegung 
erfolgen, nach (73j: 

w • 

309. Ist die Schubspannung in der N- Achse (a = 0) er- 
heblich grofier, als die Biegungsspannung der aufiersten Faser, 

*} Nach Bach, Elastiz. u. Festigk. 

8* 



ki, < 
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SO kann die- Bereclinung* allein auf Schub erfolgen. Es ware 
nun in 307 (Ti=kb, sobald (fiir sina = 0, cosa = l) 

0,66. ^-^ =1 Oder: ' ==0,43 
/ ' 3 1 r 

wird. Mithin gilt nach dem Obigen: 

1st 1 erheblich kleiner alsO,43r (oder 0,215 d), 

so kann die Berechnung des notwendigen Qner- 

schnittes allein auf Schub erfolgen, indem man 

setzt (274): 

ks<^ P 

b) Der Querschnitt ist ein fiechteck. 

310. Beim Rechteck ist (306 und 66): 

12. p. 1 6P e'^- y2 .._^ 

i b-h^ •'' b h'* ^ ' 

mithin mit «„ = 1 (307) : 

6P-1/a.^^ 2y , ,,..i//2 \' , / 2(e'^^y^\2\ 

worin dann wieder der Ausdruck vor der Klammer an derGrenze 
gleich kb zu setzen ist (wie in 307). 

811. In der N-Achse ist y = und die Schubspannung 
allein raaUgebend (308); dann wird: 

2e^ 
ai<kb.0,65 ^ ^^ 

Oder fiir e = h'2: 

(Ji<0,325. J .kb. 

Soil auch hier wieder die Schubspannung nicht grofier werden, 
wie die groiSte Biegungsspannung, so muB (309): 

0,325 J = 1 Oder 1 = 0,325 h 

sein. Fiir kleinere Werte von 1 wird die Schubspannung in 
der Neutralen groBer als die Biegungsspannung der auBersten 
Faser und umgekelirt. 

312. Ist dieLange des Stabes> 0,325 h, so k a n n 
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die Berechnung des Querschnittes allein auf 
Biej^nng- erfolgen, nach: 

*^^ ^ W ' 
ist die L.ange d age gen < 0,325 h, so kann der Qiier- 
schnitt allein anf Schub berechnet werden nach: 

'^■^ < I- b-h (271). 

NB. Diese Betrachtungen spielen eine groCe Rolle bei der Schub- 
beansprucbung von Nieten, Bolzen usw., die stets mit Biegung verbunden 
ist (43 NB.). 

Zug (Oder Druck) mit Torsion. 

313. Wird ein Stab in der Richtung der Achse durch Krafte 
(P) beansprucht, die entweder Zug- oder Druckspannungen 
hervorrafen (+ o) nnd gleichzeitig durch ein Drehmoment 
(SJid) in einer zur Achse senkrechten Ebene (13), so erzeugt 
das letztere Schubspannungen . (t, 152), die mit den obigen 
Normalspannungen zusammenzusetzen sind zu (297) : 

Gi=± 0,35 a + 0,65 V cr'-{-4: {a^Ty. 

314. Hierin ist zu setzen, wenn F der Querschnitt des 
Stabes und W sein aquatoriales Widerstandsmoment ist 
(17 und 172 NB.): 

a= -, und T = — ^ • 

Handelt es sich urn Zugbeanspruchung, so ist die zulassige 
Grenze fiir Oi offenbar kz, bei Druck dagegen k und a^ (297) 
im ersten Falle: 



a, 



' 1,3 ka 
Zerknickungsgefahr mu6 nattirlich ausgeschlossen sein. 



im zweiten cr^, = ^t; 



Biegung und Torsion. 

316. Wirkt gleichzeitig auf einen Stab ein Biegungs- 
raoment (SWb), dessen Ebene eine Hauptachse des Querschnittes 
in sich enthalt und ein Drehmoment (3Jid), auf dessen^ Ebene 
die Achse des Stabes senkrecht steht, so setzen sich die von 
der Biegung herriihrenden Normalspannungen (a) mit den durch 
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Torsion erzeugten SclTubspannungen (t) za eiuer ideelleii 
Spannung zusammen, fiir welche gilt (297): 

(71 = 0,35 a +0,65 y o^ + 4 {a^'^f. 

a) Der Querschnitt ist ein Kreis. 

816. Die gr66ten Norm alspannun gen liegen in der auBersten 
Faser und ebenso die groBten Schnb^pannungen. Da nun (61) : 

= -^ und (172, NB.) ^=2^^ 
ist, so wird (315): 

317. Setzt man das Produkt (61): 

(Ti • W = 3Wi = Ideelles Biegungsmoment^ 

so ergibt sich auch: 

SRi = 0,35 aWb + 0,66 l/aRb*' + (ao-aKd?, 

woraus die Abmessungen der Querschnitte zu berechnen sind, 
indem man (73): 

aRi<W.kb<g.d^.kb (66) 

ansetzt. 

NB. Hftufig berechnet man ^i auch aus (295): 

worin «o ^och haufig = 1 zn setzen ist. tJber eine graphische Losung solcher 
Aufgaben ygl. Galka, Graphostatik ; rechnerisches Beispiel: Berechnung 
der KurbelweUen in Bach, Maschinenelemente. 

b) Der Querschnitt ist elliptisch. 

318. Enthalt die Ebene des Biegungsmomentes die kleine 
Achse in sich (die groBe Achse ist dann N-Achse), so entstehen 
die groBten Normal spannungen in den Endpnnkten der kleinen 
Achse, wo auch die groBten Schubspannungen liegen (164). 
Mithiu/ist wieder: 

(F = -^undT = ||. (172NB.), 
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woraus ^sich (wie beim Kreise) ergibt: 



m = 0,35 9Jtb + 0,65 y aJtb" + (ao -SUfd) - und 
aWi<W.kb< ^.b.a^kb (72). 

319. Liegt dagegen die grofie Achse in der Ebene des 
BiegUDgsmoroentes (ist also die kleine Achse N-Acbse), so 
liegen die groBteri NormalspannuDgen in den Endpunkten der 
groBen Achse, wahrend dnrch Torsion hier gerade die kleinsten 
Kandspannungen erzeugt werden (164). Man hilft sich dann 
meist so, daB man die Randspannungen r mit Hilfe von 163 
fiir verschiedene Werte von x berechnet nnd diese mit den 
zngehorigen Werten von o zn a\ zusammensetzt; von alien 
diesen ist dann der absolut groBte Wert von Oi < ki, zu setzen. 

c) Der Querschnitt ist fechteckig. 

320. Im Falle 318 ist im Endpunkt der kleinen Achse: 

mithin wird: 

50?i = 0,35 2Rb + 0,65 fWly,^ + (T,5~ao • W' 
und a»i^W.kb <;Vfl-h.b2.kb (172), 
worans die Abmessungen zu berechnen sind. 

Im Falle 319 ist dagegen so vorzugehen, wie dort er- 
lantert. Fiir a^ ist in alien Fallen (316-320) zu setzen (297): 

kb 

« 1,3 ka 
(Beispiel fUr rechteckige Querschnitte vgl. Berechnung des Kiirbelarms in 
Bach) Maschinenelemente.) 



Anhang : Verhalten von Mauerwerk bei 2susammen- 

gesetzter Beanspruchung. 

AUgemeines. 

321. Wie in 246 NB. erwahnt wurde, besitzt das Fugen- 
naateriai von Mauerwerk eine so geringe Zugfestigkeit, daB 
man bei exzentrischer *oder schrager Belastung, d. h. bei 
gleichzeitigem Auftreten von Druck- und Biegungsspannungen 
(235 und 304) die Vorschrift treffen muB, daB der AngriftV 



7 
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punkt der auBeren Last (oder der Kesultierenden aus 
haehreren solchen) innerhalb der Kernflache eiues jeden 
Querschnittes (244) liegen mufi, in welchem Falle bekanntlich 
nur Druckspanuungen in dem betreffenden Querschnitt auf- 
treten konnen (245). 

322. Stiitzt sich nun ein Mauerkorper gegen ein ebenes 
Wideiiager, ohne mit deraselben verbunden za sein, oder 
gegen das Erdreich, so waren . Zugspannungen in der Be- 
riihrungsflache tiberhaupt ausgeschlossen. Liegt in diesem 
Falle der Kraft angriffspunkt auUerhalb des Kernes, so dafi 
also die Neutrale den Querschnitt schneidet, so kommt fiir 
die Berechnung des notwendigen Querschnittes nur deqenige 
Tpil von der Neutralen aus in Frage^ in welchem Druck- 
spanuungen libertragen werden. 

828. Der Sicherheit halber rechnet man aber bei Mauer- 
werk in alien Fallen, wo der Kraftangriflfspunkt entgegen 
der in 321 getroffenen Vorschrift auBerhalb der Kernflache 
fallt, so, als ware nur der gedruckte Teil der Fiache zur 
tJbertragung der Spannkrafte vorhanden. 

Exzentrische Belastung auBerhalb der EernfliSehe. 

824. In Figur 62 ist ein Mauerpfeiler von rechteckigem 
Querschnitt (b-h) dargestellt, der sich auf Erdreich stutzt 
(S22) und durch das Eigengewicht G und eine exzentrische 
Belastung P (z. B. den Auflagerdruck eines Tragers) auf 
Druck beansprucht wird. Beide setzen sich zu R zusammen, 
wo R = P + G ist ; ferner gilt (I, 42, 49) : 

P.a4-G.h/2 

R ^ . 

825. Liegt der Angriffspunkt von R (m) auBerhalb des 
Kernes des Rechteckes (247), so schneidet die neutrale Achse 
(NN) die Fiache und.wenn m auf der X-Achse liegt, so ver- 
lauft NN parallel zur Y- Achse im Abstande (241): 

1 2 
Xj = 

* r 

vom Schwerpunkt S des gedriickten Teiles der Flache. .Da- 
mit wird: 

r = ^^ ' = ,.-' (208). 
Xi F-Xi ^ ^ 
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Nun^ ist: ' 

Jyr=:JN — F.x,2 (65) 

und damit wird die Entfernung der N-Achse vom Kraft- 
angriffspunkt: 

, Jn Tragrlieitsmoment 

' .^ F-Xi 8tatisclies Moment' 
beide bezogen auf die N-Achse (vgl. biermit I, 432 465 N. B. 
nnd 515, ferner II. 3681 




Fig. 62. 

326. Fiir das Rechteck b»d, das bier nur fur die Kraft- 
iibertragung in Frage kommt (322), ist nun: 

J>^=::^'j^ .b.d=^ (I, 415 mit h = d und M=b.d) 
*F.Xi = b.d.d/2=^%b.d2, mitbin: 
r + x, = 2/3'd(325). 
Ferner ist auch (nacb der Figur): 

c = d — (r + Xj ) Oder : 
d = 3 e. 

(Dad hatte sich auch direkt aus 247 ergeben, da m ein Kernpunkt 
der Flftcbe b-d sein mufi.) 



<Ta = 
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327. Da ferner die Resultierende aller Spannkrafte mit 
R im Gleiehgewicht sein mufi (8), so nmU sie darch den 
Punkt m hindurchgehen und der Grofie nach: 

Z(T.f=R sein. 

328. Aus dem Spannungsdiagramm (Fig. 62) folgt ferner: 

a:(ya=x:d und daraus (T== cFa--. . 

woraus folgt (327): 

^2f.x = R. 
d 

Nach I, 81, 83 ist i;f'x==.F.d/2 und damit wird: 

2 R 

b.d' 

d. h. gerade doppelt so groB, als wenu sich (bei reiner Druck- 
beansprucliung) die Kraft R iiber dia ganze Flache b-d 
gleichmafiig verteilt hatte. Ist k der zulassige Grenzwert 
fiir die Belastung des Bodens, auf dem der Pfeiler steht, so 
ist mit dem obigen Wert von d: 

k ^ • — • 
-3 b.c 

NB. Bei komplizierteren Querschnitten empfiehlt sich wieder die 
Anwendung eines graphischen Verfahrens (von Mohr) ; vgl. hieriiber, sowie 
Anweudung dieser Betrachtungen auf die Festigkeit von Schornsteinen : 
Miiner-BresJau, Graphische Statik. 

Stiitzmaaer, belastet durch Wasserdruck (Fig. 63). 

329. Der Wasserdruck iibt auf eine senkrechte Seitenwand 
eine horizontal gerichtete Kraft (P) aus, von der GroBe (367) : 

P = y.F.Zo. • 
Fur den laufenden Meter Lange der Mauer und mit y = l 

h 

(fiir Wasser) und Zo = ^ ergibt sich: 

h* 

P =z - 

d. h. gleich dem Fiacheninhalt eines gleichschenkligen Drei- 
ecks von der Hohe h, der sogenannten Belastungsflache (1, 184), 
deren Schwerpunkt der Angriifspunkt von P ist. 

330. Setzt man nun P mit dem Gewicht der Mauer G 
(ebenfalls pro Ifd. Meter gerechnet) zu einer Resultierenden 
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R zusaramen, so mnB uiitei- der Voraussetzung, daU zwischen 
der Mauer und dem Fundament keine Verbindung (durch 
MSrtfll) vorhanden ist: 






Vf 

5, 



Pig. 63. 

I. Die Kraft R die Grundflache innerhalb der Fnnda- 
mentfage sclineiden, damit kein Kippen der Mauer eintritt 
(I, 144, 145), 

IL die Richtung von R mit der Senkrechten zur Statz- 
flache einen WinkeJ <i<p, den Reibungswinkel, einschlieBen, 
um Versehiebung der Maner gegen das Fundament zu ver- 
meiden (1, 209), 

III. maQ der Angrifl'spnnkt von R innerhalb des Kernes 
der Fandamentfuge liegen, wenn in derselben nor Drnck- 
spannnngen auftreten sollen (245). 

381. Zur Berechnung der Maiferstarken geht man so vor, 
daB man (unterZugmndelegnng eines trapezfSrmigen Profiles 
der Maneri fnr mJiglichst vie1e horizontRle Fugen fin Fig. 63 
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fiir drei) den resultierenden Wasserdruck mit dem Gewicht 
des liber der betreffen(fen Fuge lastenden Mauerkorpers zu 
einer Eesultierenden zusammensetzt. 

332. Fiir den oberen Teil von der Hohe h^ ist: 
P, - V2hr (329); G, = V. (d + di) h,./„ 

[y^ = Einheitsgewicht des Mauerwerks); Pi greift im Schwer- 
punkt Sj der Belastungsflache, Gj im Schwerpunkt S^ des 
oberen . Trapezes an. Setzt man beide zn dem Kraftezuge 
abc zusammen, so gibt ac GroBe und Richtung der Resul- 
tierenden Ri an (I, 17), wahrend der Angriffspunkt von R^ 
der Schnittpunkt d^r Krafte Pj und Gi ist; Rj schneidet 
dann die Grundlinie dj im Punkte I. 

Fiir den zweiten Teil von der Hohe h^ gilt ebenso: 

P^ = V2-h2- und G, = % (d + dj.h^.yi. 

R2 bestimmt man genau so, wie oben besehrieben. als Re- 

sultierende von Pg und G^ ; dann schneidet die RichtUng 

von Rg die Grundlinie dg im Punkte II. 

Ebenso folgt fiir die ganze Hohe h: 

P = V2 h' und G -- V2 (d + d3).h.7i 
und R schneidet die Fundamentfuge im Punkte HI. 

Setzt man schlieBlich fur den ^Fundamentkorper R mit 
G2 = d^'\'yi zu R3 zusammen, so schneidet diese Kraft die 
Stiitzflache im Punkte IV. 

333. Um der Bedingung 330, III zu geniigen, diirfen die 
Punkte I, II und III hochstens auf den Rand der Kernflache 
fallen, sie diirfen also von den Schwerpunkten der (recht- 
eckigen) Schnittflachen hochstens um d/6 entfernt sein (247). 
Trifft dies an irgendeiner Stelle nicht zu, so ist die Breite 
dort entsprechend zu andern (oder es sind die Regeln fiir 
Belastung aufierhalb des Kernes 324 u. f. zur Anwendung zu 
bringen). 

384. Ferner ist (nach 330, IT) zu kontrollieren, ob der 
Richtungswinkel der Kiafte R gegen die Senkrechten zu den 
Schnittflachen nicht grofier als der Reibungswinkel cp ist (aus 
dem Reibungskoeffizienten zu berechnen I, 197), Die Be- 
dingung 330, I ist ja dann auf jeden Fall erfiillt. 

335. SchlieBlich sind noch die Randspannungen zu kon- 
trollieren, ob sie die zulassige Druckbeanspruchung des 
Materials (k) nicht liberschreiten. Aus der Kerntheorie folgt 
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fiir die Eandspannung (nacli 260 mit 1., ^= d/3 und To == d '6 fllr 
rechteckige Querschnitte 247): 



a< 



Rd/3 ^2R , 
d.].d/6 "~"d^ ' 



falls die Puukte I, II und III gerade auf den Rand des 
Kernes fallen. 

NB. Soil d in Metern ausgerechuet werden, so ist k natftrlich die 
ziilassige Bean«»pruchTing in kg. p. m^. 



Gewolbe and deren Stiitzmauern. 

336. Es sollen hier nur symmetrische, gemauerte Gewolbe 
in Betracht. gezogen werden, die entweder nur ihr eigenes 
Gewicht, oder auch eine (ebenfalls aus Mauerwerk bestehend 
gedachte) Belastungsflache zu tragen haben. Betrachtet man 
dann das Gleichgewicht einer Halfte, so wird das Gewicht 
(G) durch einen horizontalen Scheiteldruck (H) und einen 
Kampferdruck (W, 1, 155) aufgehoben und diese Krafte natissen 
durch einen gemeinsamen Schnittpunkt gehen (I, 25). 

337, Die Druckverteilung innerhalb des Gewolbes ist zu 
beurteilen durch die Drucklinie (I, 224,225), das ist das- 
jenige Seilpolygon, das sich mit dem Polabstande =H durch 
die (in den Schwerpunkten der einzelnen Qewolbeteile an- 
greifenden) Einzelgewichte legen ia,Bt. Die Seiten dieses 
Seilpolygons geben die Richtungen der einzelnen Gegendriicke 
R, die zugehorigen Polstrahlen die Grofie dieser Krafte an. 

838. Fiir die Stabilitat des Gewolbes ist zu fordern: 

I. Die Drucklinie darf an keiner Stelle aus dem Gewolbe 
heraustreten, um Kippen der einzelnen Gewol bete ile zu ver- 
meiden (1, 144, 145). 

II. Die Seiten des Seilpolygones (337) miissen mit den 
Senkrechten zu den Fugen Winkel <J 'P (tg^ = 5f, I, 197) ein- 
schlieBen, urn eine Verschiebung der einzelnen Gew51beteile 
gegeneinander zu verhindern (I, 225). 

III. Die Angrififspunkte der Gegendriicke (337) miissen 
in den Fugen innerhalb der Kernii^che liegen. wenn im 
Mauerwerk nur Druckspnnnungen auftreten sollen (245). 

(Vgl. hiermit die Bedingungen 330^ I, II, III.) 



1:^6 
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a) Konstruktion des Druckpolygons. 

389. Nimmt man den Angriffspunkt des Scheiteldrnckes 
(A) innerhalb der Scheitelfuge (Fig. 64) beliebig an, so lassen 
sich dnrch diesen Punkt unendlich viele Seilpolygone legen, 
je nachdem man die GroBe des Polabstandes H wSlhlt. Z. B. 
wiirde fur Hi = 0^0 das Seilpolygon aus dem Gewolbe herans- 
treten (wie punktiert gezeichnet), was nach 338, I unzulassig 
ist. Vergrofiert man den Polabstand bis anf H = o, so er- 
halt man ein anderes Seilpolygon abed, das ganz innerhalb 
des Gewolbes liegt. Die beiden Sufieisten Seilseiten H und 
W schneiden sich im Punkte C, durch welchen die Richtung 
von G, dem Gewicht der linken Gewolbehalfte, hindurchgehen 
miiB (336). 




Fig. (U. 

340. Fiir die (senkrecht zur Mittellinie des Gewolbes) 
gelegten Fngen mufi dann die Bedingung 338, JI erfiillt 
sein; ferner miissen (338, III) die Punkte I, II, III und IV 
innerhalb des Kernes liegen, d. h. von den Scliwerpunkten 
der Fugenflachen (als Rechtecken) < % b (der Fugenbreite) 
entfernt sein. 

(Die VerbiuduDgsgeraden der StutzpuBkte I bis IV bilden ebenfaUs 
einen fortlaufenden Linieuzug, die Stiitzlinie, die von der Drucklinie 
bei flachen Bogen nnr weuig abweicht ) 
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341. Tragt man in das GewOlbe den Kein in alien Qner- 
stbnitten eiii (KurTen a b und a' b', Fig. 65), so kann man 
von A, aus eine Seilkurve (in welcliejias Druckpolygon bei 
Anaahnie unendlicb vieler tjaerschnitte iibergeht) A,B, ein- 
zeichnen, welche den Kern anf der aufieren Seite in Di be- 
riihrt, ebenso die Seilkurve A^B^, welche den inneren Umfang 
in Dj beriibrt. Zwischen A, and Aj liegen dann a!le Aa- 
griffspnnkte von H. von denen Drucklinien ansgehen kftnnen, 
welche die Kernflaclie nicht verlassen. Die GrflBe der zu- 
gehSrigen Polabstande (Hi und Hj) folgt dann (I, 105, 3): 

i^-g» 
womit beide Seilpolygone festiiegen. 



Fig. 66. 

842. Gehen in alien Fngen die Riclitungen der Seilseiten 
durch die Schwerpnnkte (242 fur r^O), so verteilt sieh der 
Druck iiber den ganzen Qnerschnitt gleichm&fiig und die 
Spannnngen werden am kleinsten; dieguustigste Druek- 
linie ist 'also diejenige. welche von der Mittel- 
linie desGewolbes am wenigsten abweicht. 

343. Man wird ein Gewftlbe dann fiir statisch gesichert 
balten. wenn sicli in den Kern (Fig. 65) zwei Drncklinien 
einzeichneii lassen, die den Umfang desselben nicht iiber- 
schneiden: am gUnstigaten wird die Druckverteilung, wenn 
eine miigliche Drncklinie die Mitiellinie enthalt Oder dieser 
sehr nahe konimt. 



128 



VII. Abschnitt 




844. Hat das Gewolbe noch eine Belastungsflache (Hinter- 
raauerung*, Fi«:. 66) zn tragen, so tritt fiir das Gewiclit der 




Fig. 6(). 



einzelneu Steine das GesaTntj>ewicht der in senkrechte Stieifen 
zerlegten Belastungsflache und des Gewolbes ein. 



Mechanik.der elastisch-festen Korper (Festigkeitslehre). 129 

b) Ermittlung der Mauerstarken. 

345, Setzt man die Gewichte der einzelnen Gew^lbeteile 
p. Ifd. Meter Lange des Mauerwerks ein, so bestimmt man die 
Mauerstarke wieder so, dafi im Gtrenzfalle die Driicke R durch 
den K^rnumfang gehen kSnnen: dann ergibt sich (wie in 335): 

k>^ - 

woraus die Mauerstarke b an jeder Stelle zu berechnen ist 
(335 NB.). 

346. Da die Driicke R vom Scheitel nach den Eampfern 
bin zanehjnen (337 nnd Fig. 64),, so werden auch bei einem 
Gewolbe von iiberall gleicher Druckfestigkeit die Mauer- 
starken im Scheitel am kleinsten, im Kampfer am groBten 
ausfallen (wie in Fig. 66 angedeutet). 

c) Berechnung der Widerlagspfeiler. 

.347. Sttitzt sich ein Gewolbe (Fig. 66) gegen ein^n frei- 
stehenden Pfeiler, so bildet der Kampferdruck (W) und das 
Eigengewicht des Pfeilers (G) die Belastung desselben; fur 
die Resultierende aus beiden miissen dann wieder die Be- 
dingungen 330 erftillt sein. 

348. W bestimmt man mit Hilfe des Druckpolygons, wobei 
die Gewichte Gj bis Gg f iir das Gewolbemauerwerk und die 
Belastungsflache gelten (344). Die Hohe der letzteren reduziert 
man dabei am bestjBn auf das Gewicht des laufenden Meters 
Mauerwerk. 

(Uber die Reduktion der Telle der Belastuiigfsflache auf eine gemein- 
schaftliche Basis vgl. Galka, Graphostatik, Kap. Schwerpunkte.) 

349. Fiir die Fuge F^ setzt sich dann W mit Gi, dem 
Gewicht d,es oberen Teiles des Pfeilers, zu Ri zusammen; 
dann mu6 Ri mi\ der Senkrechten zur Fuge einen Winkel 
<:;(p einschlieUen (330, 11). 

Fiir die Fuge F^ ergibt sich Rn als Resultierende von 
W und Gii, dem Gewicht des tiber Fg lastenden Mauerteiles, 
ebenso Rm fiir die nachste Fuge usf. SoUte einer der Schnitt- 
punkte dieser Krafte mit den Fugenquerschnitten auBerhalb 
des Kernes fallen (wie dies in der Figur fur die Fundament- 
fuge sicher zutrifft), so gelten die Beziehungen 324 usw. Die 

Galka, Technischc Mechanik II. 2. Aufl. 9 
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Berechnung der Breite der Fundamentfuge erfolgt dainn 
nach 328. 

850, Stiitzen sich zwei gleich ausgefiihrte Gew51be auf 
einen gemeinschaftlichen Mittelpfeiler, so heben sict die hori- 
zontalen Kompon^nten (H) der Kampferdrucke auf und der 
Mauerpfeiler wird nur auf Druck beansprucht durch sein 
Eigengewicht und das Gewicht des anschliefienden Gewolbes. 
Erfolgt die Belastung dagegen durch zwei ungleich ausge- 
fiihrte Gewolbe, so ist wieder, wie oben beschrieben, vorzu- 
gehen. SchlieBlich kann, auch noch Erddruck Oder Wasser- 
druck die Stabilitat der Widerlagspfeiler beeinflussen. 



VIII. Abschnitt. 

Mechanik der tropf baren Fliissigkeiten. 

Allgemeines. 

351. Zwischen den kleinsten Teilchen einer tropfbaren 
Fliissigkeit wirken nur solche Krafte, die einer durch auBere 
Krafte bewirkten AnnS.herung der Massenpunkte einen Wider- 
stand entgegensetzen, wahrend eine Entfernung der Teilchen 
voneinander ungehindert ist (vgl. I, 37). 

852. Eine voUkommene Flussigkeit kann deshalb nur 
auf Drackkrafte in Anspruch genommen werden, doch ist sie 
nur sehr wenig zusammendriickbar; Zug- und Schubspannungen 
werden nicht ubertragen. Dabei veihalten sich alle Fliissig- 
keiten wie vollkommen elastische K6rper*(3). 

853. Die Form eines fliissigen Korpers ist n. d. Ob. un- 
bestimmt; eine in einem oifenen GefaB befindliche Flussigkeit 
stellt sich in eine solche Form ein. wie es die Wan dung 
(d. h. deren Gegendruck) und die Eesultierende der auBeren 
Krafte verlangt. 

354. Die in der Mechanik der festen Korper aufgestellten 
Gesetze gelten auch fiir Fliissigkeiten, soweit dies nicht durch 
die besonderen Eigenschaften der Letzteren ausgeschlossen 
ist; dagegen lassen sich fiir Fliissigkeiten neue Beziehungen 
ableiten, die fiir feste Korper keineswegs zutreifeu. Als 
Fliissigkeit ist in den folgenden Betrachtungen eine m^glichst 
voUkommene, meistens Wasser, vorausgesetzt. 
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A. Lehre vom Gleichgewicht flussiger Kdrper 

(Hydrostatik). 

Hydrostatischer Druck. 

355, Nach Pascal (1623—1662) gilt fiir das Gleich- 
gewicht einer Fiiissigkeit der Erfahrungssatz: 

„Eine aufeine ruhende Flussigkeit ausgeiibte 
Druckkraft (K) pflanzt sich nach alien Seiten in 
gleicher Starke fort." 

Der Druck pro Flacheneihheit (Spannung p, ausgedrtickt 
in kg/cm^j ist in einer Flussigkeit tiberall der gleiche. Flir 
Massenkrafte (Gewicht, Zentrifugalkrafce usw.) gilt dagegen 
das Gesetz nicht 

356. Befindet sich eine Flussigkeit in einem durch mehrere 
Kolben (von den Querschnitten F^, Fo . . .) verschlossenen 
GefaB und tibt man auf einen derselben einen Druck K^ aus, 
so gilt fiir die Belastungen der Kolben: 

Kj = pFi; Kg = p-F.^ . . ., mithin: 

Kj Kg _ 



Oder 



F "~ F 



const. 



2 



•> 



Ko Fo 

d. h. die Belastungen verhalten sich, wie die 
Kolbenflachen. 

857. Man kann also an einer allseitig zwischen beweg- 
lichen Kolben eingeschlossenen Flussigkeit durch eine be- 
liebig kleine Kraft einer oder mehreren beliebig groBen das 
Gleichgewicht halten (was bei einem festen Korper ganz un- 
moglich ware). Hierdurch laBt sich eine Einrichtung zur Er- 
zeugung beliebig hoher Drucke (hydraulische Presse) oder 
zura fleben von Lasten (hydraulische Winde) gewinnen. 

Hydraulische Pressen (Fig. 67). 

858. In zwei durch ein Rohr verbundenen GefaiJen sind 
zwei Kolben von verschiedenem Durchmesser vorhanden (d und 
D). an denen sich die Ahtriebskraft K und die Belastung Q 
im Gleichgewicht halten. Ohne Riicksicht auf etwaige Wider- 

9* 
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stande ist dann das ideelle UbersetzungsverhSltnis (I, 231) 
von Kraft zu liast (856): 



K 

Q 










d^ 




Pig. 67. 

369. Widerstande treten hier hauptsachlich in den 
Kolbendichtungen auf, die als Lederstulpen ausgeftihrt sind, 
welche duich das Druckwasser fest an die Kolben gepreBt 
werden. Die dadurch erzeugten Reibungswiderslande sind 
f-N, und f.Ng (I, 195) und zeigen eiitgegengesetzt zur Be- 
wegungsrichtung beider Kolben (I, 191). Dann gilt aber fur 
das Gleichgewicht am kleinen Kolben: 

K = p- J -d^ + f-Ni, am groBen dagegen: 

Q = p.~.D^-f.N,. 

Die Gegendrticke N sind nun gleich dem Druck pro 
Flacheneinheit (p), multipliziert mit der gedriickten.Fiache 
(d-Tth und D-TT-H); damit wird das walire UberseUungs- 
verhaltnis ; 
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K 
Q 






l + 4.f. 



h 



4-f. 



H" 
D 



360. Die pro sec. ubertretende Wassermenge ist fur beide 
Zylinder die gleiclie, mithin, wenn v und c. die Geschwindig- 
keiten der beiden Kolben sind: 



d^.Tt 



v = 



D^.TC 



c 

V 



4 
d* / K 



•c Oder: 



= ^ (= ^ (I, 233)). 



Damit wird der Wirkungsgrad der Presse (I, 228): 

l-4.f-^ 
Q.c 



''~ K.v 



l + 4.f. 



D 
h' 



so dafi auch wieder: 

K 







Q 



K 

Q 



rj (I, 231) ist. 



361. Eine beschleunigte Abwartsbewegung der Last Q, 
wenn die Kraft K aufhort zu wirken, wird dadurch ver- 
hindert, daB in das Verbindungsrohr ein Ruckschlagventil 
eingebant wird, welches die Verbindung absperrt, sobald das 
Druckwasser die riicklaufige Bewegung beginnt ; der Wirkungs- 
grad dieser Maschine ist infolgedessen von der Selbstsperrung 
ganz unabhangig (I, 2B4) und bedeutend besser, wie bei den 
fruher besprochenen Pressen (I, 223 und 299). 



Wirkung der Schwerkrafte. 

362. Der Fitissigkeitsspiegel in einem offenen Gefafi stellt 
sich stets senkrecht zu der Resultierenden der auBeren 
Krafte; denn eine Komponente, die in die Richtung des Spiegels 
fallt, wurde die frei beweglichen Flussigkeitsteilchen solange 
verschieben, bis die ganze Oberflache senkrecht zu der Re- 
sultierenden steht. Ist die auiJere Kraft nur das 
Eigen^gewicht, so stellt sich der Fliissigkeits- 
spiegel horizontal ein. 




uj ■■': 






ho = 
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368. Der an einem beliebigen Flachenteilchen in der 
Fllissigkeit gemessene Druck ist gleich dem Gewicht der liber 
diesem Teilchen ruhenden Fliissigkeitssaule; bezieht man sieh 
auf 1 cm^ als Flache, so ist p = z-y, worih z die Hohe der 
Fliissigkeitssjlule und y deren Einheitsgewicht ist. Dann 
folgt aber: 

z heifit dann diejenige Druckhohe, die denDrnck 
p in kg/cm^ zn erzeugen imstande ist. 

864. Wirkt auf den Kolben eines GefaBes noch eine 
Druckkraft K, so kann man setzen (356): 

K = Po.F 
und kann sich Po ebenfalls durcli eine Druckhohe: 

Po 

erzeugt denken; danii ist aber der Druck in der Fllissigkeit 
an einer beliebigen Stelle: . • 

p = Po + z»y Oder: 
p = y(z + ho). 

Der Bodendruck. 

365. Ist die Bodenflaehe eines GefaBes horizontal, so ver- 
teilt sich der Druck iiber die ganze Flache gleichmafiig und 
die Resultierende aller dieser gleichen und parallelen Krafte 
(Bodendruck B) geht durch den Schwerpunkt der Bodenflaehe 
hindurch. 

366. Die GroBe dieses Druckes ist: 

B = i;p.f=F.h.y (363), 

also gleich dem Gewicht einer prismatischen Fliissigkeitssaule, 
welche die Bodenflaehe (F) zum Querschnitt hat; in Fig. 68 
wird dann B grofiier als das Eigengewicht der in dem GrefaB 
befindlichen Fllissigkeit. 

Der Druck auf ebene Seitenwande (Fig. 69). 

367. Der Druck auf eine ebene Seitenwand nimmt vom 
Flussigkeitsspiegel (wo er gleich Null ist) nach unten zu. 
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1st d der in der Tiefe z gemessene. Druck auf ein Flachen- 
teilchen f der Seitenwand, so ist (363); 

% d = z-y-f, 

d. h. der Druck andert sich vom Spiegel bis zum Boden nach 
einem geradlinigen Geselz. Dann ist der resultierende Seiten- 
druck (I, 73): 

Oder nach I, 81 und 83: 

D = y Fzo, 

worin F die Flache der Seitenwand, Zq der senkrechte Ab- 
stand ihres S(ihwerpunktes vom Fliissigkeitsspiegel ist. 



r 



4 









— — 




r 


i 




- 


— ; 







— 


_ 


k 





Fig. 68. 



Fig. 69. 



368. Um den AngrifFspunkt der Kraft D.zu linden, setzt 
man fiir den Fliissigkeitsspiegel als Drehachse (I, 42): 

D.ym = Sd.y, also: 
;^;F.Zo.yni = -2:f.y.z.y. 

Da nun z^ = y^ • cos a ; z = y • cos a ist, so folgt : 

-Sf.y^ 



m- 



F.yo' 

Tragheitsmoment 



~ Statisches Moment' 

beide bezogen auf den Fliissigkeitsspiegel als Drehaclise, 
mithin: 

y^ z= Schwingungslange (I, 433). 

Der A ng riff spunk t desresultierenden Seiten- 
druckes(Druckmittelpunkt) fallt mitdemSchwin- 
gungspunkt zusammen (vgl. I, 465, 515 und II, 325)r 
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369. Der Abstand des Druckmittelpunktes yom Schwer- 
pnnkt ist: 

v = yni — yo. 

Nach I, 422 ist aber: J = Jg + F.yo-, mithin: 

Js 

V = — - . 
F.y. 

Hie^nach wird fiir den unendlich tief unter dem Spiegel 
liegenden Teil einer Seitenwand (y^ = oo) v = 0, d. h. Schwer- 
puhkt und Druckmittelpunkt fallen zusammen. Je hoher dieser 
Teil an den Fliissigkeitsspiegel riickt, um, so mehr entfernt 
sich der Druckmittelpunkt vom Schwerpunkt. 

Der Auftrleb. 

370. Ist in einem GefaB die Fliissigkeit in Euhe, so halt 
das Gewicht derselben der Resultierenden a1is den Gegen- 
driicken der Wandungen das Gleichgewicht. 

371. Dann muB aber auch jeder beliebig begrenzte Teil 
der Fliissigkeit im Gleichgewicht sein, d. h. das Gewicht 
dieses Teiles (Q) wird aufgehoben durch eine Kraft (A) von 
gleicher GroBe und entgegengesetzter Kichtung (I, 24), die 
durch den Schwerpunkt (als Angriffspunkt von Q, I, 79) hin- 
durchgeht. ' Dann ist also : 

A=-Q-V.;^ (1,8). 

372. Ersetzt man den erwahnten Teil der Fliissigkeit 
durch einen festen Korper von genau derselben Gestalt, so 
bleibt die Kraft A doch in derselben GroBe, Lage und Richtung 
bestehen und heifit der Auftrieb. Nach dem Obigen 
ist der Auftrieb eine senkrecht nach oben ge- 
richtete Kraft, deren Grofie gleich dem Gewicht 
der von dem eingetauchten Korper verdrangten 
Fliissigkeit, deren Angriffspunkt der Schwer- 
punkt der Letzteren ist. 

373. Durch den Auftrieb wird das Gewicht eines ein- 
getauchten Korpers verkleinert, so daB ist: 

Gi = G — A < G. 

G== Gewicht in Luft, 

Gj^^ Gewicht in der Fliissigkeit. Nach 371 ist dann: 
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Gj = G — V .y, mithin : 

woraus man das Volumen eines Korpers aus dem Gewichts- 
verlust in der Pliissigkeit bestimmen kann. 

374. Eiii solcher Versuch kann aber auch zur Bestiramung 
des Einheitsgewichtes (y,) von Korpern dienen (Prinzip des 
Archimedes 287—212 v. Chr.), denn es ist: 

G = V -yi = ' ^ • /i mithin : 

^^■"G — Gi' 
dient bei diesem Versuch Wasser als Flussigkeit, so ist y = 1. 

NB, Zu beachten ist fur solche Bestimmungen, daC, wenn G und G, 
in kg gemessen werden, V in dcm', / und y^ als Gewicht von 1 dcm^ 
(spezifisches Gewicht) auszudrucken ist. 

375. 1st das Gewicht eines vollstandig eingetaachten 
Korpers groBer als dasjenige der verdrangten Fliissigkeit, so 
wird er beschleunigt sinken, ist es kleiner,' so wird er ebenso 
aufsteigen: sind beide gleich, so wird er an jeder Stelle der 
Fliissigkeit in der Schwebe gehalten. 

Gleichgewicht schwimmender Korper. 

376. Der nach 375 beschleunigt emporsteigende Korper 
wird schlieBlich, an der Oberflache angekommen, dort zur 
Euhe kommen , sobald namlich das Gewicht der von seinem 
eingetauchten Teil verdrangten FJiissigkeit (der Auftrieb A, 
372) gleich dem Korpergewicht geworden ist. Dann schwimmt 
der Korper auf der Oberflache und es gilt: 

G = A. 

377. Das Gleichgewicht schwimmender Korper kann ent- 
weder stabil, labil oder indifferent sein ; diese 3 Zustande sind 
so zu untersuchen (wie in I. 107—109 angegeben), dafi man 
die Korper aus ihrer Euhelage herausbringt und feststellt, 
wie sie sich dann verhalten. 

378. Hat ein schwimmender Korper eine Symmetrieebene 
(welche den Schwerpunkt enthalt I, 86), so stellt sich die- 
selbe senkrfecht zur Ebene des Flussigkeitsspiegels (Schwimm- 
ebene), der Korper schwimmt dann auf recht. Wird ein auf- 
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reclit schwimmender prismatischer Korper (Fig. 70) aus der 
Gleichgewichtslage herausgebracht, so wird er solange nicht 
umkippen, als der Schnittpunkt (M) des neuen Aiiftriebes 
(Ai) mit der Symmetrieachse hoher liegt als der Schwer- 
punkt (S). 




Fig. 70. 

379. Dann ist das Moment, welches den Korper wieder 
aufzurichten sucht (I, 54): 

90fi = 6.a = G-hsina, 

Oder fiir kleine ^ a: 

9K = G.h.a. 

In der schragen Lage muB auch fiir den neuen Auftrieb 
vAjl) gelten: 

Ai = G = A, 

Oder das Mindergewicht des eingetanchten Prismas (q,) muB 
gleich dem Mehrgewicht des ausget auch ten (q^) sein. Das 
kann aber nur bei gleicher GroBe beider Teile zutreffen, 
wobei man die Querschnitte derselben genau genug als kleine 
gleichschenklige Dreiecke auffassen kann. Pro Ifd. m des 
schwimmenden Korpers ist dann: 
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r • 

Ferner mufi fiir deu Punkt E, den Angriffspunkt des 
alten Auftriebes nach I, 42 sein: 

Ai(e + h).a=%y.q, 
Oder da Ai = F-y (pro Ifd. m Lange) gesetzt werden kann: 

Hierin ist F der ganze eingetauchte Querschnitt des 
Korpers, der sich bei kleinen Drehungen nicht andert. 

880. Da in dem Ansdruck fiir h der Drehwinkel a nicht 
vorkommt, die iibrigen Werte aber alle konstant sind, so 
andert bei kleinen Drehungen des Korpers der Punkt M, der 
Schnittpunkt des neuen Auftriebes A^ mit der Symmetrie- 
achse, seine Lage nicht; man nennt ihn das Metazentrum 
und seinen Abstand vom Schwerpunkt die m^tazentrische 
Hohe (h). 

381. Nach 378 mu6 fiir stabiles Schwimmen h>xNrull 
sein ; das trifft aber sicher zu , solange e < Null ist , der 
Schwerpunkt des Korpers (S) also tiefer liegt, als der Schwer- 
punkt der verdrangten Fliissigkeit (E). Der Korper schwimmt 
urn so stabiler, je grSBer das Moment Tl (379), je tiefer also 
der Schwerpunkt unter dem Metazentrum liegt. Im indiffe- 
renten Gleichgewicht ist h==Null (weil 3Ji = Null); d. h. in 
jeder Lage geht die Eichtung des Auftriebes durch den 
Schwerpunkt des Korpers (Kugel, Zylinder). Wird h<<Null, 
so ist das Gleichgewicht labil und bei der geringsten Siorung 
tritt Umkippen ein. 

NB. SoUen Korper, die ilirer anCeren Form naeh eine hohe Schwer- 
punktsla^e besitzen (z. B. Segelboote), - trotzdem mSglichst stabU schwimmen, 
so versehe man sie mit einem schweren Kiel, wodarch die Schwerpunkts- 
lage herabgedrtickt , die metazentrische Hohe also wesentlich vergroCert 
wird (vgl. I, 151). 

Die Schwimmtiefe. 

382. Nach 376 ist: 

G = A = V.^, 
worin V das eingetauchte Volumen, y das Einheitsgewicht 
der Fliissigkeit ist. Ist V^ das Volumen des ganzen Korpers 
und y^ sein Einheitsgewicht, so ist: 

Vi'yi = V.y« 
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388, 1st der schwimmende Korper: 

a) ein Prisma von F Grundflache und h Hohe, so folgt: 

F.h.;/i = F.x.y, 
worin x die Schwimmtiefe ist, mithin: 

x = h.y^-. 
7 

b) Pyramide mit der Spitze nach unten: 

Vs F . h . y, = Vs Fi . X . y (Fi = QuerschDitt in 

der Schwimmebene) ; da nun: 

F b^ 

nr = -v ist, so folgt: 



ftift 



Fi 



2K 



X 



=ff- 



c) Pyramide mit der Spitze nach oben : 
V8F.h.y, = Va(F-h-F,(h-x)).y; 
ferner ist: 

F ^ 

F, - ~(h-x) 






mithin : 



=K-|/-^-)- 



384, Man beniitzt solche schwimmen- 
den Korper zur Bestimmnng des Einheits- 
gewichtes (374) von festen Korpern und 
von Flussigkeiten (Araometer oder Senk- 
wagen). Das Nicholsonsche Araometer 
dient zur Bestimmnng des Einheitsgewich- 
tes von festen (in Wasser nicht loslichen) 
Korpern. Um das Instrument (Fig. 71) bis 
zur Marke einzutauchen, ist ein Gewicht 
P auf die obere Tafel zu legen ; legt man 
den zu untersuchenden Korper oben mit 
auf, so ist nur nochPi fiir dieselbe Eintauchtiefe erforderlich, 
also das Gewicht des K5rpers: 

G = P — Pj. 
Legt man dagegen den K5rper auf die untere Tafel, so 
ist wegen des Auftriebes (A) ein groBeres Gewicht Pj oben 
aufzulegen und es ist: 

A==P,-Pi. 




Fig. 71. 
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'J 



i 



Da nun fiii' Wasser y=l ist, so folgt (371): A = V, mithin: 

_ G _ ^- Pi 

^^~;V Pa-Pt' 

Zur Bestimmung des Einheitsgewichtes von Fliissigkeiten 

benlitzt man Schwimmer von konstantem Gewicht, bei denen 

an einer eingeschriebenen Skala das Einheitsgewicht der 

Flussigkeit direkt abgelesen werden kann (Skalenaraometer). 



B. Relatives Glelchgewiclit einer Flussigkeit im 

ro tier en den Raum. 

Einstellung des Wasserspiegels in den Zellen eines 

Wasserrades (Fig. 72). 

385. Auf ein FliissigkeitsteilChen (m), das sich am Urn- 
fang eines Wasserrades vom Radius r im relativen Gleich- 




i'ig. 72. 

gewicht (I, 383, 384) beflndet, wirkt das Gewicht m-g und 
die Zentrifugalkraft m-r.w^ (I, 385). Beide setzen sich zu 
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N zusammen und es muB dann der Fliissigkeitsspiegel in den 
Zellen des Wasserrades senkfecht zu dieser Resultierenden 
stehen (362). 

886. Aus Fig.72 folgt dann: 

, Oder: 

m.g 

S 



r 

1 



1 



w 



2 



= const., 



d. h. die Senkrechten auf den Flussigkeitsspiegeln in den 
Zellen eines Wasserrades schneiden sich alle im Punkte 0. 



Druck in einer rotierenden Fliissigkeit (Fig. 73). 

387. In einem urn eine senkrechte Achse drehbaren Rohr 
wiirden sich, solange das Rohr noch in Ruhe ist, offenbar 

II' 

•I 

ii 



hT 



/ia 



I 



I 






JFi .^ -^^ 



Xi 



^^fW^ 




• Fig. 73. 

gleiche Krafte an den beiden Kolben im Gleichgewicht halten: 
durch die Rotation wird aber (I, 385): 

K2 = K, +OK,, Oder (356): 





1>2 


.F = 


P,-F + 


ai • x„ 


.i.o\ 


Da 


nun 


(I, 


8j: 






in — 


1? • 


K(x, 


^1 


\-y. 


ist und 


• 
• 






Xo = 


X] + Xj 

• 2 


, so 


folgt : 
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Oder, da (363) ^ = z und (1, 236) v = x • w ist, so folgt sdhlieBlich : 

y 

888. Die rechts stehenden Ausdrucke wurden schon frtiher 
(I, 344) als GeschwindigkeitshOhen bezeichnef; mithin andert 
sich der Druck in einer rotierenden Flussigkeit so, daB die 
Zunahme der Druckhohen gleich der Zunahme 
der Geschwindigkeitshohen ist. 

NB. Brin^t man an den beiden Kolben senkrechte Standrohre an, 
so stellt sich in denselben die FlUssigkeit entsprechend den. Druckhohen Zo 
und Zi ein, wahrend im ruheuden GefaB die Flussigkeitsspiegel gleich hoch 
stehen mufiten. 

889. Befindet sich die FlUssigkeit in einem rotierenden 
zylindrischen GefaB, so wird dnrch die Reibung an den 
Wandungen die Fliissigkeit allmahlich an der Rotation teil- 
zunehmen gezwungen. Dann stellt sich der Fliissigkeitsspiegel 
den obigen Drnckhohen entsprechend ein; an der Achse ist 
z = un3 V = 0, in der Entfernung x von der Achse (387) : 

2g 2g 

mithin ist die Form des Spiegels ein Rotationspara- 
boloid (vgl. I, 388). 

Vorrichtung zum Hebeii einer Flussigkeit (Fig. 74). 

890. Bringt man in einem ruhenden GefaB ein Ruhrwerk 
an, durch wekhes die Fliissigkeit in Rotation versetzt wird, 
so stellt sich der Fliissigkeitsspiegel wieder in die Form eines 
Rotationsparaboloids. Findet nun die Speisung aus einem 
groBen Reservoir statt, so stellt sich der Scheitel der Parabel 
in dieselbe Hohe, wie der Reservoirspiegel (da fiir beide z =0). 

891. Kann nun wegen begrenzter Hohe des GefaBes das 
Paraboloid nicht voll zur Ausbildung kommen, so driickt die 
Flussigkeit mit p = z.y gegen den oberen Deckel und wird 
in einem dort angebrachten Steigrohr (ohne Riicksicht auf 
etwaige Widerstande) bis z aufsteigen konnen, wo (389): 

r^-co^ 
z = ^ — 
2g 
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ist. Die Umfangsgeschwindigkeit, die das Eiihrwerk zu dieseni 

Zwecke haben muB, ist Y = y2gz, Der Apparat wirkt also 
wie eine Pumpe (vgl. 484). ^ 




Fig. 74. 



Yorriehtung zur Erzeugung hoher Driicke (Zentrifugen) 

(Fig. 75). 

392. In der Zentrifugen trommel kommt von der Parabel 
(389) nur ein steiler Zvveig zur Ausbildung, wahrend der 
Scheitel um h unterhalb der Trommel liegt; dann ist (389): 



r^.w^ 






— • ' — 



•2 > 



. 2g 2g R* 
worin V die Umfangsgeschwindigkeit der Trommel (v = R • w ) ist. 
893. Am auBeren Umfang ist dann (389): 

V- 
2g' 

mithin (363 und 392): 



z + li = ,-. , 



9 O O ° 

- + o -i52 = TT"- Oder : 
y 2gR* 2g- 



P = 7-. 



2g 



R* — r^ 
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Setzt man noch das. Gewicht der eiDgefuUten Masse (nahe- 
rungsweise als Hohlzylinder) : " . 

G = y(R2 — r^j.TT.a, 

das Volumen der Trommel: 

V = R^.TT-a, so folgt: 



P = 



V2g- 



fh 



*"C, 




Der Druck wachst also proportional dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeit. Wegen der bei hohen Tonrenzahlen sehr er- 
heblichen Driicke unterliegen die Zentrifugen der polizeilicheii 
KontroUe (wie die Dampfkessel). 



Galka, Techniscbe Mechanik II. 2. Auil. 
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C. BeweguDgslehre der Fliissigkeitea 
■ (Hydrodynamik). 

Ideelle AusfluBgeschwindigkeit bei konstanter Bruekbofae 

(Fig. 76). ■ 
394. In der Trenmingswaiid zweier selir groBer Reser- 
voirs sei eine kleine Offnun^ (F) angebracht, durch welche 
die Fliissigkeit, sobald die Offnung freigegeben wird, durch 
die Kraft j-'F (H — h) nach rechts beschleunigt wird. 



395. Dann muB nach dera Gesetz vom Arbeitsvermogen 
(I, 3^8), wenn die Anfangsgt^scUwindigkeit gleich Null war: 
, ni-v* . , 
A = - (^ - sem, Oder : 

wean s die Lange des durch F ubertretenden Fliissigkeits- 
volumens ist, 

39ft. Hieraus ergibt sich die ideelle Ausflufige- 
Kchwindigkeit, d. h. oboe Eiicksicht anf etwaige Be- 
wegungswiderstande : 
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wenn sich also H und h nicht andern, so andert sich auch 
V nicht. 1st also einmal durch die obige Arbeitsleistung die 
Endgeschwindigkeit v erreicht,.so wird diese Geschwindig- 
keit im Beharrungszustande beibehalten. Sie ist genau so 
groB, als ware der Weg (H — h) frei durchfallen worden 
(I, 343 c). 

397. Fiir eine kleine Bodeiioffnung ergibt sich dasselbe. 
Lasten auf den Flussigkeitsspiegeln noch Driicke Pi und pg, 
so ersetze man sie durch ihre Druckhohen (363) : 

z. = --- : Zo = — ; dann ist : 

V = y2g[(H + z,)-(hTz7)] 

v = y2gz (nach Fig. 76), 

worin z diejenige Druckhohe ist, welche die Geschwindig^ 
keit V erzeugt. 

AusfluB in Luft bei konstanter Druckhohe. 

398. Soil aus einem endlich begrenzten GefaB (von Fcm^ 
Spiegelquerschnitt) eine Flussigkeit aus einer Bodenoifnung 
(f) austreten, so kann die Geschwindigkeit im Fltissigkeits- 
spiegel (die z. B. durch ZufluB erzeugt wird) nicht ohne Kiick- 
sicht gjjelassen werden. Da durch jeden Querschnitt p. sec. 
dieselbe Menge (Q) flieBt, so ist: 

Q = F.Vo im. Spiegel, 
= f-v in der Austrittsoifnung; damit wird: 
f ' ' 

399. Erfolgt der xAustritt unter Einflufi einer Druck- 
hohe z, so ist (I, 338): 

m-v^ m-Vft^ 
" " ^^ 2.2' 
woraus mit dem obigen Werte von v©: 

V I / ,.2 

1— — 

wird ; die Formel 397 folgt wieder aus dieser, wenn f. gegeii 
F sehr klein ist. 

10* 
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400. 1st die AusHuBoffiiung nach oben gerichtet, so wird 
der Flilssigkeitsstrahl bis znr HShe z (ohne RUcksieht anf 

Widerstande) emporsteigen kSiinen. 

Ideelle AusflufimeBge aas einem Rechteek (Fig. 77). 

401. Erfolgt der Aus&uS aus einer groBen rechteckigea 
Offnung in der SeiteDwand eines Reservoirs, so ist Ca!>Ci, 
weil H>h ist. Die ans dem unendlich schmalen Flachen- 
streifen b ■ dz in der Sekunde austretende Fliissigkeits- 
menge ist: 



-U^ 



., ^ 



Fig. 77. 
dQ=bdz-v = b-dzy2g^(397}, mithin 

H 

Q = b-y2g Tz'/'-dz 

402. Geht die Offnung bis zum Fliissigkeitsspiegel (Uber- 
t'all), so ist h = Null, mithin : 

Q = %b.H.y2:g.H. 

Wahre AusfiuSgeschwiDdigkelt und AusflaBmenge. 

403. Wegen der Reibnng zwischen der GefaSwand nnd 
der FlUssigkeit ist die wabre AusfluBgeschwindig- 
keit (w) kleiner als die ideelle (v); man setzt: 

worin im Mittel fiir Wasser y = 0,96 zu setzen ist. 



>-v 
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404. Erfolgt der AusfluB aus einer scharfkantig be- 
grenzten Bodenoffnnng, so findet wegen der starken Richtungs- 
andernngen, welche die Bahnen der austretend^n Fliissigkeits- 
teilchen erfabren. kurz hinter der Austrittsoffnung eine starke 
Einschnurnng (Kontraktion) statt, so daB fur den Austritt 
nur nocb a-F<F znr Verfugung steht. • Dann ist aber die 
sekundiiche AusfluBmenge (398): 

Q = a.F.w=ar/).Fl/2gz 

hierin heifit .a der Austrittskoeffizient. 

405. a ist von der Form des Querschnittes, von der Ent- 
fernnng der Offnang voii der Wand (406) und von dem Winkel 
abhangig, urn den die austretenden Fliissigkeitsteilchen ab- 
gelenkt werden. Ftir rechteckige, scharfkantige Bodenoffnnng 
in grofier Entfernung von den Seitenwanden ist (nach Weis- 
bach) Of = 0,64, mithin /i = 0,61. Erfolgt der AusfluB aus 
einer gut abgerundeten Mundung, so ist a = 1 und damit 

Q = F.()p.y2^. 

(AtisfluCziffern atis beliebigen Mlindungen in Boden- oder Seiten- 
T^anden, SchntzenSffnuijgen, UberfSUen usw. siehe Taschenbuch der Hutte, 
Bd. 1). 




Fig. 78. 



Partielle Kontraktion. 

406. Sind eine oder mehrere Seiten einer AusfluBoffnung 
durch senkrechte Wande begrenzt, so findet an diesen Wanden 
entlang keine Klclitungsanderung (404) statt, so daB die 
Kontraktion nur unvollkommen (partiell) zur Ausbildung 
kommt. 
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407. Bezeichnet m das Verhaltnis des mit Wandungen 
beg'renzten Teiles y^nrn ganzen Umfang der Austrittsotfnung, 
so soil (nach Weisbach): 

1. far rechteckige Offnungen: 

."part. = |t«tot. (1 + 0,155 m), 

2. fiir kreisformige : 

ittpart. = it'tot. (1 + 0,128 in) sein. 
In Fig. 78 wird dann im Falle.: 

I ^^part. = T^tot. 
II m = Vi? ."part. = 1,039 ^tot. 

III m=% „ =1,087- „ 

IV m = V,, „ = 1,032 „ 

Geschwindigkeits- und Widerstandshohen. 

408. Nach 403 ist wegen der Widerstande w<v; man 
kann sicli vorstellen. daC von der gesamten Druckhohe z ein 
Teil Zq zur Dberwindung der Widerstande dient (Druckhohen- 
yerlust oder Widerstandshohe), der Rest zur Erzeugung der 

Geschwindigkeit w, dann ist: 

ni • w ^ 
m.g(z-Zo)= ^y^ Oder: 



Da nach 403 aber: 



z — 


« 

-Zo- 


2g 


z — 




g' 



so folgt der durch Reibung bewirkte Druckholienverlust : 

wM 1 .\ w* 






Z . .. >- 



t3 



409. Hiernach erscheint die Widerstandshohe Zq als der- 
jenige Teil der Geschwindigkeitshohe, der zur tJberwindung 
der Eeibungswiderstande dient. Mit cp = 0,96 (403) folgt dann : 

Co = 0,085. 

410. fiieraus ergibt sich noch eine andere Schreibweise 
flir w, namlich (408): 



-ym. 
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Widerstandshohen bei plotzlichen Querschnittsanderungen. 

411, Die in Fig. 79 durch die einzelnen Querschhitte pro 
sec. gehenden Flussigkeitsmengen sind untereinander gleich, 
also: 

Fj 'Wi = a-Fg Wg == Fg vWg = a^ -F-w, mithin ist 

Wa>W8, da Fs>a.F2. 




Fig. 79. 

Es stofien hier also .Wasserteilchen von der Masse m mit 
Wg auf die sich mit der kleineren Geschwindigkeit Wg be- 
wegende Wassermasse (M). Unter Voranssetzung vollkommen 
unelastischen StoBes ist dann die StoBarbeit, die von dem 
Gewichte m-g auf dem Wege Zj zu leisten ist (I, 494): 

1 m-M V .„ 

Oder, da M gegen m unendlich groB gesetzt werden kann: 



Zl = 



2g 



412. Zi ist hierin derjenige Teil der Druckhohe (z), der 
zur Anderang der Geschwindigkeit Wg in Wg (durch 8to6) 
dient und heiBt Druckbohenverlust (Widerstandshohe) durch 
plotzliche Querschnittserweiterung. Mit Rucksicht auf den 
Reibungs- und StoBverlust ist dann (408): 



_ w- 



W, 



2g^ 



worin fiir Zq und z^ die zugehorigen Werte (409 und 411) zu 
setzen sind. 
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413. Plotzliche Querschnittsverengung wirkt ganz ahnlichj 
denn es ist (Fig, 80): 

Wg-a-Fg = Wg.Fg und damit: Wg^Wg; 
der hierdurch wieder bedingte StoBverlust ist (411): 



(Wo — w«) 



2g 



, mithin : 



Z Zn Zf 



w* 



Wt^ 



2g 2g 



if 



\ 



^1/4^ 



i 

^4^ 



!^_<|.-r^- 



^S^ 



^^^^ 






Fig. 80. 

414. Erfolgt der AusfluB aus einem kurzen, scharfkantig 
anschliefienden Ansatzrohr (F), so tritt aucli hier ein Stofi- 
verlust ein, und wenn die Offnung nur klein ist gegen den 
Fliissigkeitsspiegel, so ist 



Zl = 



_. (w^— w)' 



2g 



, also : 



w 



2 



z— Zo — Zj = ^ — , ferner (409): 



w 



2 



Zo = to^- and a.F-Wi=F-w, mithin schlieBlich: 



w 



(vgl. hiermit 410). 



1 / . .. .2li_ _ 



Hydraulischer Driick. 

415. In einem Gefafi von variablem Querschnitt moge sein : 
Fq, Wo und Po Querschnitt, Geschwindigkeit und Druck im 
Fliissigkeitsspiegel, 
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F, w und p fiir die Austrittsstelle. h Hohe der Fliissigkeits- 
saule. 

In der ruhendenFllissigkeitwtirdedann der(hydrostatische) 
Druck an einer bfliebigen Stelle (Fj, w^, p^) in der Tiefe y 
sein (364): 

Pi = Po+y-y Oder: 

y y ^^ 

416, 1st die Fliissigkeit aber in Bewegung, so ist zur 
Erzeugung von w aus w^ (mit Elicksicht auf die Widerstande) 
eine Druckhohe erforderlich : 

Po P\ „ w^ Wo^ 



— Zo =^ 



y y / « 2g 2g ' 

worin z^ der durch alle Widerstande vom Spiegel bis zur 
Mundung hervorgerufene Druckhohenverlust ist. 

417. An einer beliebigen Stelle dagegen: 

\y+y y] ^^~2g 2g' 

worin py der in der bewegten Fliissigkeit herrscliende Druck 
(hydrauiischer Druck) ftir den Querschnitt F^ in der Tiefe y, 
Zy die zugehorige Widerstandshohe. ist. Dann folgt aber: 



y -> +y \2g 2g) ^^- 

418. Die hy.draulische Druckhohe ist also 
gleich der hydrostatischen (415), vermindert 
um die Differenz der Geschwindigkeitshohen (388), 
ferner um die Summe der Widerstandshohen (zy). 
Abgesehen von den Widerstanden, wird also durch den Aus- 
flufi der Druck in einer Fliissigkeit kleiner, wenn w^^Wq, 
Oder Fi < Fq ist. 

NB. In einem GefaC von konstantera Querschnitt wiirde mithin durch 
den AnsfluC keine Anderung der Druck verbal tnisse eintreten. 

419. 1st die Geschwindigkeit Wo zu vernachlassigen (Fo 
sehr grofi gegen F) und nimmt man auf die Widerstande 
keine Riicksicht (Zy = 0), so ist: 

Pi= PQ +y_WM^ ,^. 



— >J 
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F 



w^ 



v W 

Wi = w- p, (411); da ferner ^ = h, der insgesamt vorhandenen 

1 o 

Druckhohe ist, so kann der hydraulische Driick (py) kleiner, 
als der auf dem Spiegel lastende Druck y^ (z. B. der Luft- 
druck) v^i'den, namlich wenn: 



F 



< 



y 



h 

y 



ist. 




Fig. 81. 

420. Ist diese Bedingung erftillt und raacht man in F^ 
eine Otfnnng in der Wand des GefaCes, so wird an dieser 
Stelle der Lut'tdruck die Luft hiueinpressen, oder aucli in 
einem hier angebrachten nach abwarts gerichteten Ansatz- 
rohr einer Fllissigkeitssaule von der Hohe x das Gleichge- 
wicht halten konnen; macht man dann: 

F ^Y x+y ' 

so tritt durch das Ansatzrohr die Fliissigkeit aus einem tiefer 
liegenden GfefaB in das HauptgefaB uber. 

421. Hieranf bernht die Wirkung der Saugstrahl- 
j) limp en (Fig. 81). die sowohl zur Fordernng von Luft, als 
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auch von Wasser dieneu koniien. Zum Betriebe kann z. B. 
eine gewobnliche Wasserleitung, dargestellt durch das hoch- 
liegende Reservoir, beniltzt werden. Die Saughohe x wird 
dabei um so groBer, je kleiner Fj gegen F gemacht wird. 

Die groBte tiifeoretische Saughohe ist aber x = ^^ (bei Wasser 

rund 10 m [473] ). Da offenbar : 

y y 

D 

ist, so wiirde fiir x> — der Druck pv negativ werden, oder, 

y 

da das nicht mpgiichist (352), so 
wiirde die Wassersitule im Saug- 
rohr abreifien. 

422. Das Letztere wird auch 
eintreten in einem scharfkantig 
anschliefienden Hangerohr von 
mehr als 10 m Lange (Fig. 82), 
denn der auBere Luftdruck kann 
hochstens einer Wassersaule von 
10 m das Gleichgewicht halten; 
in der Tiefe: 

y 

stellt sicb dann ein neuer Wasser- 
spiegel ein und die frei durQh- 
fallene Hohe h^ geht zur Er- 
zeugung der AusfluBgeschwindig- 
keit w verloren. 




(^ 



aoW. 






-4 



Fig. 82. 



Ausflufi bei sinkendem Fliissigkeitsspiegel. 

423. Sinkt der Fliissigkeitsspiegel in einem GefaB in der 
Zeit dtum — dz (negativ, weil mit wachsender Zeit die 
Druckhohe z abnimmt), so gilt fur den Querschnitt F^ : 

dQ = ~F,.dz, 

fiir den Austrittsquerschnitt F (404): 

dQ = //.Fy2g"z.dt 
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als Austrittsmenge in der Zeit dt. Mithin ist: 

h 



t = L=.^. TFz z V^. dz 

iMF|^2gJ 

z 



die Zeit fiir das Sinken des Spiegels von hi bis z. 

. 424. Bei pfismatischer Form des GrefaBes ist Fz = 
Fo = const., also : 

t=- ^^^_ (hV''-~zV3). 
^.F.V2g ^ 

Soil das GefaB leer laufen (z = 0), so erfordert das eine 
Zeit : 

t ^ '^^0'^ =2.y 

' ^i.F.f2gh Q' 
worin V das anfangliche Fltissigkeitsvolum^n, Q die sekund- 
liche Austrittsmenge bei konstanter Druckhohe (404) bedeutet ; 
der Austritt erfolgt demnach immer langsamer, je mehr Fltis- 
sigkeit ausgetreten ist. 

425. Fiir ein kegelformiges Gefafi (mit Spitze nach 

unten) ist: 

F z- 

—^ = j^2 , mithin : 

/*.F-h7 2g 
Oder fiir das Leerlaufen (z = 0) 

6 V 

tj = . • -. , da V = Vs Fo'h und wieder 
o y 

Q = ^«.F.y¥gh ist. 

426. Soil der Fltissigkeitsspiegel in einem Gefafi gleich- 
mafiig sinken, so ist die Form so zu wahlen, dafi die Ge- 
schwindigkeit in jedem Augenblick konstant bleibt; dann mufi 
aber (I, 319, II, 423): 



v = 



= lJ — 1 — i_^ an beliebiger Stelle gleich 



dt F, 



V = ^ im Anfang der Bewegung sein. Daraus folgt aber mit 

Q=^(.F.y~2yh: 
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z 



-~-^, = "j-, Oder, wenn das' GefaC ein Kotationskorper und 



X* = -r- • Z, 



d. h. die GefaBform entspricht einer Parallel IV. Grades. 




Fig. 83. 

Ausgleieh der Fliissigkeiten in zwei gekuppelten prismati- 

schen GefaBen (Schleusen) (Fig. 83). 

427. Ist AB der resultierende Fliissigkeitsspiegel (Aus- 
gleichspiegel) am Ende des tJbertritts, so gilt far eine be- 
liebige Zwischenlage (403): 

w = qp l/2gz, 
falls F sehr klein gegen die Spiegelflachen; ferner (404): 

dQ = ii£.F.yigz.dt. 
Da ferner die sekundliche Austrittsmenge links gleich 
der Eintrittsmenge rechts sein mufi, so folgt: 



nnd: 



z = X + y = y |-^ + 1 j 

h = Xo + yo= yo (-p'- + 1) • 
428. Audi fur diesen Fall gilt': (423) : 

dQ=-F2.dy = «.F.dtj/2g.y(^+ l), 
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woraUvS die ganze Ausgleichzeit : . 

yo 



1 



iuFy'2g(|j- + l) « 



:-fy-'l'.dy folgt. 



Mit dem obigen Werte von yo ergibt sich dann: 

_ 2-F o-h _ 2-T 



,«•F■|/2gh(p^ 



worin V das gesamte fibergetretene Quantam: 



F. ^^ 



dagegen Q die sekundlich bei konstanter Druckhohe uber- 
tretende Fliissigkeitsmenge ist. Es ist demnach fur den Aus- 
gleich dieselbe Zeit erforderlich, wie zum Leerlaufen eines 
bis h gefullten Gefafies (424). 

429. Soil die rechtsseitige Kammer aus einem ausge- 
dehnten Oberwasser fFlufilauf) geftillt werden (Fj = oo), so er- 
fordert das: 

_ 2.F,^h 

MFy2gh 
ferner ergibt sich die Zeit zum Leerlaufen des linksseitigen 
Ge/iiBes in ein ausgedehntes Unterwasser (F, = oo) : 

2-F, h 

/t.Fy2gh 



tg — 7-: ' sec* 



Ausflufi bei sinkender Druckhohe aus einem tJberfalL . 
430. Nach 402 und 404 ist hier: 

• dQ=*2/8iU.b.zy2~gz.dt und (423): 
dQ=-Fo.dz, 
worin F^ die Fl^che des Flussigkeitsspiegels ist. Damit wird : 

z 



'V-b}'2g J 
3.F„_/1_^1\ 

/u-byYg \fz yh' 
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431. Setzt man hierin wieder z = (424), so wifd t = oo, 
d. h. ein Sinken des Fltissigkeitsspiegels bis zur Oberkante 
des Uberfalls ist unmogJich, weil dazu eine unendlich lange 
Zeit gehSren wiirde. In Wahrheit stellt sich, anch wenn der 
AusfltuB sclion aufgebSrt hat, noch eine, wenn auch sehr kleine 
Druckhohe iiber der Oberkante des Uberfalls ein, 

Reaktion eines austretenden Wasserstrahls. 

482, Befindet sich in einem GefaB die Fltissigkeit in 
Ruhe, so halt das Gewicht derselben den samtlichen Gegen- 
drlicken der GefaBwande das Gleichgewicht (370). Dieser 
Zustand wird gestort, wenn plotzlich eine Oflfnung frei gegeben 
wird und die Fltissigkeit anszutreten beginnt. Die zur Er- 
zeugung der jVxistrittsgesphwindigkeit w erforderliche Kraft K 
bewirkt eine von der austretenden Fltissigkeit auf die GefaB- 
wande ausgetibte Gegenkraft (Reaktion), die nach dem Gesetz 
der Weehselwirkung (1, 14) gleich K und von entgegengesetzter 
Richtung sein muB. 

483. Nach I, 336 gilt dann: , 

Kt = m-w 

(da die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null ist). m ist die in 
der Zeit t durch die Offnung F austretende Wassermasse 

= — -F.w-t, mithin wird: 
S 

K=^Q.w. 

(Q = F-w = sekundliche Austrittsmenge). Der Angriffs- 
punkt der Reaktionskraft ist der dem Schwerpunkt des Aus- 
trittsquerjschriittes gegentiberliegende Punkt der GefaBwand. 
(Vgl. F5ppl, Techn. Mech. Bd. I. § 63.) 

434. Da auch: 

K==^.F.w2=2F.y.z(397) 

ist, so ergibt sich (ohne Rucksicht auf die Widerstande) die 
Reaktion gleich dem doppelten Werte des hydrostatischen 
Druckes auf die Flache F (363). 

435. Setzt man das GefaB auf Rader, so wird es sich 
unter Wirkung von K eutgegengesetzt. zu der Richtung des 
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austreteuden Wasserstralils in Bewegung setzen. Auch zur 
Fortbewegung von SchilBfen hat man von dieser Kraft An- 
wendung gemacht (Reaktionspropeller). 

StoB eines Wasserstrahles gegen feste Wande. 

436. Bringt man im Falle 435 dicht vor der Anstritts- 
oifnnng eine senkrechte ebene Wand an, so leistet die Kraft 
K (432) einen Druck gegen diese Wand, welcher gleich der 
Reaktion im vorigen Absatz ist; beide Krafte heben sich 
auf und das GefllB bleibt in Euhe. Fur diesen Druck gilt 
dann (433, 434): 

K = — •Q-w = — .F-w^ Oder auch: 
g g 

= 2y.F.z, 
d. h. doppelt so gro6, als wenn die Wand bis zum Ausiritts- 
querschnitt vorriickt und diesen verschliefit (434). 

437. Diese Beziehungen gelt en natlirlich auch, ohne daB 
das GefaB beweglich i^t. Wird durch die auffangende Wand 
die Hichtung von w unter einem ^a gegen die Horizontale 
abgelenkt, so wird K um den von w- cos a herriihrenden Be- 
trag kleiner, mithin: 

K= -Qw (1 — cosa). 
S 

Ist die auffangende Wand eine halbe Hohlkugel, so wird 
a = 180®, mithin cos a = — 1 und damit : 

K=2.^.Q.w, 
g 

d. h. doppelt so groB, wie bei senkrechter auffangender Flache. 

438. Weicht die Wand mit einer Geschwinciigkeit c aus, 
so tritt fiir w die relative Geschwindigkeit (I, 374) w— c ein 
und es wild: 

K = ^.Q (w — c) (1 — cos a). 
S 

439. Triift der Strahl schief auf eine ebene Wand, so 
kommt von der Richtung der Geschwindigkeit nur die verti- 
kale Komponente w-sine in Frage, mithin: 

K' = -^ •©•wsine, 
g 



r' 



W2 
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Oder wenn die Wand die Eigengeschwindigkeit c besitzt: 

K'nF •Q(w — c)-sin f. 

Bei alien diesen Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dafi 
durch die Kichtungsanderungen und den Reibungswiderstand 
an der auffangenden Flache w nicht wesentlich verandert wird. 

NB. Anwendunfif finden diese Betrachtungen bei Wasserradern und 
Turbinen, z. B. die kreisrnnde auffangende Flache (437) bei den Pelton> 
radem, bei denen die StoOkraft am ToHkommensten ausgeniltzt wird. 

Bewegung yon Flussigkeiten in yollstandig gefullten 

Bohrleitungen. 

440. 1st ein Rohr ganz mit Fliissigkeit gefiillt, so tritt 
ein von der Reibung an den Rohrwanden herrtihrender Wider- 
stand W auf, der nahezu proportional der Beriihrungsflache 
(von der Lange 1 nnd dem Umfange u) und der Geschwindig- 
keitshohe gesetzt werden kann: 

W = c.u.l, 

441. Die in der kleinen Zeit t und auf dem Wege z 
von dem Gewicht der durch den Rohrquerschnitt F fliefienden 
Flussigkeit y-wt-F zur Dberwindung des Widerstandes zu 
leistende Arbeit ist: 

7-F.w-t-z = W-w-t, woraus: 

c u-1 w^ 
z = — • . - 

, y F 2g 

hierin ist z die Widerstandshohe (408, 409), wegen der Rohr- 
reibung, /? = ein Widerstandskoeffizient. 

442. Fiir Rohre von kreisformigem Querschnitt ist: 

n = d-7r, F = 7d^ mithin: 

4 ' 

1 w^ 
z= 4/J--, .^r— , wofiir man setzt: 
^ d 2g' 

d '2g' 
worin X der Widerstandskoeffizient dieser Rohre ist. 

Galka, Technische Mechanik II. 2. Aufl. 11 
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443. Die Gr5fie von I (oder /J) ist, wie sich durch genaue 
Versuche (449) von Weisbach, Dnpuit, Darcy, Lang 
ergeben hat, vom Durchmesser d und der Geschwindigkeit w 
abh&ngig. Naherungsweise kann man annehmen: 

I = 0,03 ftir glatte Eisenrohre, 

A = 0,035 „ Holzrohre, 

A = 0,04 „ stark vernnreinigte Rohre, 
jn denen man wegen der festen NiederschlSlge noch mit einer 
Querschnittsverengung von 20 ®/o rechnet. (Tabellen fiir I s. 
Taschenbuch d. Hlitte, Bd. I.) 




Fig.. 84.. 

444, Soil von einem hoher liegenden GefaB nach einem 
tieferen durch eine Eohrleitung eine Fllissigkeit gefordert 
werden (Fig. 84), so sind folgende Widerstande zu beach ten: 



w, 



a) Reibung im ObergefaU Co--"' (408), 

b) StoBverlast beim oberen AnschluB des Eohres 



(411), 



(Wi — ^w)' 
2g 



1 w^ 

c) Reibung im Eohre l--j- ^ (442), 

d) StoBverlust beim unteren AnschlnB des Eohres 



411), 



(W — Ws) 

2g' 



2 



e) Reibung im unteren GefaB Cq • ^ (408) 
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445. FaSt man alle diese Widerst&nde als 2z zusammeD, 
so muB wieder (408): 

— Sz= ~ ^c^- sem. 

2g 2g 

Eeduziert man alle Geschwindigkeiten auf die Rohr- 
geschwindigkeit w (411), so ergibt sich unter der Annahme, 
dafi F gegen Fo mid F^ sehr klein ist, mit ^o = 0,085 (408) 
nnd einer Kontraktion a = 0,64 (405) : 

w 

1/ 1 fi _u 1 . 

Um liiernach fur ein Rohr von bekanntem Dur^hmesser d 
die gefdrderte sekiindliche Fltissigkeitsmenge zu berechnen, 
setzt man: 

^ 4 

446. Um dagegen fiir efn gegebenes Wasserquantum Q 
den notwendigen Eohrdurchmesser zu berechnen, setze man 

(445): 

woraus aber d noch nlcht berechnet werden kann. Als erste 
Annaherung setze man 1,6 d = 0, dann wird: 

d= 0,3 l/^l'^ (mit k= 0,03); 



F\ 



mit diesem Werte berechnet man dann die zweite, eventuell. 
noch die dritte Annaherung von d, bis man zu dem genauen 
Werte gelangt. 

Messung von Druckhohen und Widerstandshohen. 

447. Druckhohen in einem GefaB oder in einer Rohr- 
leitung werden gemessen durch senkrechte Standrohren (388, 
NB.), in denen sich die Flussigkeitssaule je nach dem hydrau- 
lischen Druck einstellen wird (Piezometer). 

448. Z. B. sind in dem Rohre Fig. 84 zwei Druckmesser 
A und B angebracht und die hydraulischen Druckhohen sind 
Xi und Xg, mithin (417): 

11* 
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2 XTT 2 



X, = f + (h, + X,) - g - V) _ ,^, 

worin z^ und Zg die WiderstandshOhen vom Fltissigkeitsspiegel ' 
bis A und B sind. 

449. Subtrahiert man die untere von der oberen Gleichung, . 
so folgt: 

Zg — Zi = hg — hi = z, d. h. : 

der Unterschied in den Druckmesserstanden ist 
gleich der zwischen den Punkten A nnd B des 
Eohres vorhandenen Widerstandsh5he. 

450. Bringt man zwischen den Punkten A und B irgend- 
welche Einrichtungen an, welchie den Widerstand einer Rohr- 
leitung beeinflussen, wie Kriimmer, Knierohre. Schieber, Hahne, 
Ventile, Klappen usw., so kann man die zugehorigen Wider- 
standsholien als Differenz der Piezometerstande ablesen. 

tJber die auf diese Weise bestimmten WiderStandshoheu siehe Taschen- 
buch.der Huite, Bd. I, Kapitel Hydraulik. 

Gleichformlge Bewegung des Wassers in offenen Kanlileii. 

451. Wahrend in einem vollstandig gefiillten Rohr die 
Geschwindigkeit nur von dem Rohrquerschnitt abhangig ist, 
so wird sie in einem offenen Kanal (oder nicht ganz gefiillten 
Rohr) auch von der Wassertiefe beeinfluBt. Bei konstantem 
Querschnitt des Kanales ist die Bewegung eine gleichformlge, 
wenn sich die Wassertiefe nicht andert. 

452. Um mit Riicksicht auf die Bewegungswiderstande 
eine gleichformlge Bewegung zu erzielen, muB der Kanal ein 
gewisses Gefalle (Gleichgewichtsgefalle a) haben. Dann ist 
die Komponente des Gewichtes M-g-sina mit den Wider- 
standen W im Gleichgewicht und fiir kleine ^ a gilt: 

W= M.g.a = F.l.;^a 

(fiir eine Kanalstrecke von 1 Lange und F Querschnitt). 

453. W ist wieder (440) dem wasserberiihrten Umfang 
(U), der Lange des Kanales (1) und der Geschwindigkeitshohe 
proportional zu setzen, also: 
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W = F-l-y-a = c-U-l.^r— , woraus: . 
' 2g 

c U w^ 

cc = - • — • • 

Setzt man = /? = Widerstandskoefflzient von Kanalen, 

ferner : 

F 

-- = r = hydraulischer Radius (mittlerehydrau- 

lische Wassertiefe), so ist: 

r 2g . 
454. Hiernach wird nun die Geschwindigkeit : 



w 



f 



Die Bestimmung von k (oder /J) ist von Weisbach, 
Bazin, Ganguillet und Kutter vorgenommen worden. 
Im Mittel ist (nach Weisbach) k = 51. 

Yorteilhatte Eanalproflle. 

455. Nach dem Obigen (453) ist das Gleichgewichts- 

gefalle (a) eines Kanales abhangig von dem Werte p,; will 

man mit einem moglichst kleinen Gefaile (ftir vorgeschriebene 
Geschwindigkeit w) auskommen, so muB fiir den Querschnitt 

^ zu einem Minimum werden. 

U • 

456. Den kleinstmoglicten Wert von ^ liefert der Halb- 

r 

kreis, der mithin als der beste Kanalquerschnitt zu bezeichnen 
ist; dann sind das halbe regulare Achteck und Sechseck 
giinstige Profile, von Rechtecken das halbe Quadrat. AUe 
diese lassen sich nur fiir gemauerte Kanale zur Anwendung 
bringen. 

457. Bei Kanalen in Erde sind trapezformige Profile mit 
vorgeschriebenem Boschungswinkel (q)) anzuwenden und es 

f^agt sich, fur welches Trapez ^ ein Minimum, wird. In 
Fig. 85- ist: 



K 
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1) U = y + ~~- und : 

2) F = X (y + X . cot (f), woraus 

F 

2 a) y= -xcotfjp folgt. 

Setzt man diesen Wert flir y in 1) ein, so folgt: 

3)U = ^ + x.2^^^ = f(x). 
, X smqp ^ 




Fig. 85. 



dIT 



Setzt man f (x) = h- = 0, so wird : 

^ ^ dx ' 

— ^= . - • ; aus 2a) folgt aber auch: 
x^ sinep 

F V 

- 2 == + coty, mithin : 

^ Sin 9) ^2 

458. Mit diesem AVerte wird ^ ein Minimum (da f"(x) 
>0 ist), und zwar (nach. Gleichung 3): 



\F/min X 



min XX X 

Das giinstigste Kanalprofil ist dann dasjenige Trapez, 
welches dem Halbkreis vom Radius x umschrieben ist, denn 
im rechtwinkligen Dreieck OEC ist: 

^ 2 2x 
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Ungleiehformige Bewegung des Wassers in Kanalen. 

459. Soil in einem Wasserlauf die Geschwindigkeit zu- 
nehmen, so muB die Wassertiefe stetig abnehmen (451); es 
hat dann also der Kanal ein Spiegelgefalle, das groBer als 
das Sohlengefaile ist. Dann wird durch die ganze Druck- 
hohe z (Fig. 86) die Anderang der Gesehwindigkeitshohen 

wT — ' iiwd die Eeibnngshohe a I (452) geleistet, so daB: 

2 TT ^2 

« +/J.1 ^ ^ 



z — - -^ 

2g 



F 2g 



ist, worin w die in einem mittleren Profil (U, F) gemessene 
Geschwindigkeit ist. 



. _:f, 



t£r*^W~- 




Fig. 86. 



460. Man kann (fiir kleine Strecken 1) rnnd setzen: 
U = ?l±U«, F = ^^-t^« nnd 

2g"" 2g ' 

da ferner durch jeden Querschnitt dieselbe Wassermenge (Q) 
pro sec. flieBt, so wird: 

Wi =^ und Wo = ^, 
worans schlieBlich folgt: 

Q = 




2gz 



1 _ 1 /5.1(U„+^,HBV + Fj) 
F;* Fo- ■*■ ' 4.Fo*-Fi« 

als p. sec. von diesem Kanal geforderte Wassermenge. 
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Anlage von Wehren in Kanalen und Fliissen. 

461, Soil (z. B. zum Betriebe eines hydraulischen Motors) 
ein Wasserlauf aufgestaut werdeii, so geschieht dies durch 
Einbau eines Wehres. Uber das Wehr geht dann von der 
gesamten VVassermenge nar derjenige Teil, der nicht dem 
hydraulischen Motor zugestromt ist; dieser Teil sei Q. 

462. Es sei angenommen, dafi jfor Einbau des Wehres 
die Bewegung des Wassers eine gleichformige war (d. h. uber- 
all gleiche Wassertiefe x, 451). Liegt dann die Wehrkrone 
unter dem ungestauten Spiegel, so nennt man das Wehr ein 
Grundwehr, im anderen Falle Uberfallwehr. 




Fig. 87. 

468. Beim Grundwehr (Fig. 87) von der Breite b findet 
fiir einen Teil (a) ein tJbertritt unter Wasser statt mt (404): 

. Qi = iu,. F|/2gz; 
hierin ist F=a-b; z = H + k. k ist (nach Weisbach) 
die zur Erzeugung der ZufluBgeschwindigkeit c dienende 



DruckhOhe k = 



,2 



2g- 



Fiir den oberen Teil handelt es sich da- 



gegen um einen freien Uberfall (401), fiir welchen die wahre 
Austrittsmeuge : 

Q2 = \ f'2 • b y 2 g ((H + k)'/« - k'/O 
ist. Beide Formeln liefern zusammen: 

Q = Qi+Q,. 
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464. Um hieraus die fur eine verlangte Stauhohe H not- 
wendige Wehrhohe hj zu berechnen, setze man: 

hi=x — a, 

woriu a aus den obigen Gleichungen leicht zu berechnen ist. 

465. Beim Uberfallwehr (Fig. 88) findet nur ein AusfluB 
nach 401 statt, mithin: 

und damit wird die Wehrh5he: 

h2=H + x — h. 




Fig. 88. 

466, Da man von vornherein nicht weiB, ob die Wehr- 
krone unter oder iiber den ungestauten Spiegel zu liegen 
kommen wird, so setze man vorlaufig k = ; dann wird in 
Fig. 87 h > H, Oder ein Grundwehr zur Ausfiihrung kommen, 
Tvenn 

Q > 0,576 H y 2'g H ist. 

NB. tJber die Ermittlang der Staukurve und des Ansehlufipunktes 
des gestauten Wasserspiegels an den ungestauten vgl. u. a.: A. Ffippl, 
Techn. Mech., Bd. I, § 65. 
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IX. Abschnitt. 

Mecliaiiik der gasformigen Korper. 

AUgemeines. 

467. Zwischen den kleinsten Teilchen eines Gases sind 
innere Krafte tatig, die der durch auBere Krafte bewirkten 
Annaherung einen gewissen Widerstand entgegensetzen ; 
dagegen geht die Entfernung nicht nur ungehindert vor sich 
(351), sondern es sind sogar solche Krafte (Expansionskrafte) 
tatig, welche auf eine moglichst groBe Entfernung der kleinsten 
Teilchen voneinander hinwirken (vgl. I, 37 und II, 351). 

468. Der Rauminhalt eines Gases ist veranderlich u. z. 
abhangig vom Druck (p) und von der Temperatur (t). Die 
Gleichung, welche die gegenseitige Abhangigkeit dieser GroBen 
angibt, heiBt die Zustandsgleichung des Gases. 

469. Der Druck wird gemessen in Kilogrammen pro qm 
(kg/m^), die Temperatur in Celsiusgraden ; als Volumen (in 
cbm) gilt stets dasjenige von 1 kg der Gasmenge (spezifisches 
Voluinen vcbm/kg). 

470. Dftnn erhalt man das Gewicht, indem man das Vo- 
lumen mit dem Einheitsgewicht {y, Dichte) multipliziert, also : 

V • y = 1 kg Oder v = - • 

y 

471. VoUkommene Gase sind solche, deren Zustands- 
anderungen sich in groBer Entfernung von ihrem Ver- 
flussigungspunkte voUziehen. Die hier zu behandelnden Ge- 
setze gelten nur fur voUkommene Gase (z. B. trockene Luft). 



A. Gleichgewicht von Gasen und Flussigkeiten. ^ 

Druck- und Saughohen. 

472. Die Luft tibt auf den qm des Meeresspiegels im 
Mittel einen Druck Po = 10333 kg/qm (bei t=0®) aus. Dieser 
Druck kann durch das Gewicht einer Wassersaule ersetzt 
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_ Po 
SO folgt: 



werden von z^ = ^^' m • Hohe (363). Da flir Wasser y = 1000 ist, 



Zo = 10,333 m". 

473. In einem offenen, mit Wasser gefuUten GefaB, an 
dem ein oben geschlossenes und luftleer gemachtes Standrohr 
anschiieBt, wird in dem Letzteren eine Wassersaule von 10,333rm 
Hohe dem Luftdruck das Gleichgewicht halten. Wahlt man 
Quecksilber als Fliissigkeit (y = 13 600), so wird (bei t = 0«) ; 

10333 ^-^ 
^«== -13600=^'^^™' 
Eine solche Einrichtung kann zum Messen des Luftdrucks 
beniitzt werden (Barometer); dem mittleren Luftdruck ent- 
spricht dann bei 0® ein Baroineterstand von 760 mm. 

474. Unter einer Atmosphare (lat) versteht man 
in der Technik den Druck von 1 kg/cm^ oder von 10000 kg/m^ 
(Gewicht einer Wassersaule von 10 m Hohe bei 4**). Es ent- 
spricht also der technischen Atmosphare ein Luftdruck von: 

i^~cAA = 0,735 m Quecksilbersaule. 

475. Ist in einem GefaB der Druck eines eingeschlossenen 
Gases (p) hoher als der auBere Luftdruck (Po), so kann man 
die Dififerenz der Driicke durch die Hohe der Flussigkeits- 
saule (z) in einem angeschlossenen offenen Standrohr messen 
(Manometer). Dann ist (364): 

P = Po + /'Z und (472): 
Po =yZo, mithin: 

P — Po ^ , z_ 

Po Zo ' 

d. h. der tFberdruck verhalt sich zum Luftdruck, wie die 
Druckhohen beider, einem tJberdruck von 10 at wiirde eine 
Quecksilber saule von 7,35 m Lange entsprechen (474). 

476. Statt solcher unhandlicher, langer Kohren verwendet 
man flir hohe tJberdrucke in der Praxis Feder- (oder Flatten-) 
Manometer, die allerdings mittels Quecksilbersaulen geeicht 
werden miissen. Sehr kleine tJberdrucke (Leuchtgas) gibt man 
in mm Wassersaule an, wobei: 

1 mm Wassersaule ==• -ttw^tja at ist. 
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477. 1st in einem GefaB der Druck kleiner, als der 
aufiere Luftdruck (p < Po), so wird (in Fig. 89) di^rch den 
(groBeren) Luftdruck die Fliissigkeit in dem Standrohr um 
den Betrag z emporgedruckt ; man bezeichnet dann z als 
Saughohe und es ist (475): 

Po = P+yz 

JPo_:Z.P. ^ z . 
Po Zo 

Solche Einrichtungen heiBen Vakuummesser. 



f><p. 





1^ 



Fig. 89. 



Wirkung der Saugpumpen. 

478, Soil mittels einer Saugpumpe Wasser aus einem 
Keservoir gehoben werden, so denke man sich den Spiegel 
desselben um Zq (478) gehoben ; dann wird bei einer Stellung 
des Pumpenkolbens (vom Querschnitt F) in der Hohe z < Zq 
der Druck unter dem Kolben: 

p=y (zo — z); 

Die Kraft zum Aufwartsbewegen des Kolbens ist dann (ohne 
Kucksicht auf die Widerstande) : 

K = F(Po-p)=7.F.z, 
d. h. gleich dem Gewicht der an dem Kolben hftngenden 
Wassersaule. 

479. p ist nur solange positiv, als z < Zq ist ; fur z > Zq 
wiirde p negativ werden. Da das nicht moglich ist (weil eine 
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Fliissigkeit keine Zugkraft Hbertrageii kanu (353), so rei£t 
die Ftiissigkeitsstule im Sangrohr ab nnd es wird kein Wasser 
gefordert (vgl. 421 nnd 422). Theoretisch wtlrde dies eintreten 
bei z > 10,S33 m (473) ; die praktisch erreichbare Saughohe 
ist wegen der Widerstande im Sangrohr viel kleiner. 

Wasserfordernng durch eine Heberleitnng {Fig. 90). 

480. Sind zwei GefaBe, deren Spiegel um z voneinander 

differieren, durch ein vollstandig mit Wasser gefulltes Heber- 

rohr miteinander verbunden, welches am hOchsten Fankte 

mit einem Schieber verschlossen ist, so ist an dem Letzteren : 

Pa = Po — y-Zj, mithin: 
Pi-P»=l"z- 



Mg, 90. 

481. Wird der Schieber ge5ffnet, so flieJit infolge der 
Drnckdifferenz Pi ^Pa das Wasser von links nach rechts mit 
einer (ideellen) Gesehwindigkeit (397): 

V = y 2 g z, 
d. h. mit derselben Gesehwindigkeit, als wenn das Wasser 
direkt ans dem einen Gef^Q in das andere ubertreten wurde. 
Solaoge Zj < z„ ist, findet dieser Ubertritt statt, wird z, > z^, 
so reifil die FlUssigkeitssaule im linksseitigen Eohre ab; da- 
gegen kann Z2>Z(, sein. Die Widerstande sind ^hnlieh zu 
bearteilen, wie fur direkte Verbindnngsleitungen (440 u. f.). 
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Saughdlie von Kreiselpumpen (Fig. 91). 
482. Soli nnr das Wasser iiii Fliigelrade gleiclifOrmig 
rotieren (also noch keiue Bewegung in den Roliren eintretenj, 
so mnBfiir ein Fiassigkeifsteilctien vom Volutnen dF-dx im 
Abstande x von der Achser 

dp.dF = m-x-w^ (I, 385) 

~ ^ -dF-dx-x-w^ sein. 



Die Integration liefert: 

7 r* „ 

worin Pj der Druck am iinBeren Umfang, p, in der Achse d 
Fiugelrades ist. 



r 
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483. Denkt man sich die Flussigkeitsspiegel urn die dem 
Luftdruck p^ entsprechenden Druckhohen erhoht, so ist: 

Pj —'/{Zq — Zj), mithin: 
P2— Pi =y(Zi + Z2) = y.z. 
Damit wird dann: 

d. h. genau so groB, wie bei dem in 390 und 391 beschrie- 
benen Apparat, der also ahnlich wirktj wie eine Kreisel- 
pumpe. 

48i Die zur Erzeugung der Hohe z erforderliche TJm- 
fangsgeschwindigkeit ist dann: 

V = y2. g^z (391). 

Soil das Wasser in den Rohren aufsteigen, so geniigt dazu 
jede kleine VergroBerung von v; die Saughohe (Zj) mnfi audi 
hier wieder kleiner als z^ sein (479). Wegen der Wider- 
stande wird die erreichbare Hohe z natlirlich bedeutend 
kleiner ausfallen. 



B. Die Zustandsandertingen der voUkommenen Case. 

< 

Zustandsanderung bei konstanter Temperatur (Gesetz von 

Boyle- Mariotte). 

485. In einem durch einen Kolben verschlossenen GefaB 
befiude sich ein Gas von p^ Druck und v^ spezifischem 
Volumen (oder y^ = l/v, Dichte (469)). Belastet man dann 
den Kolben langsam, so wird der Druck grofier (pg), das 
Volumen aber kleiner (Vg) und es gilt: 

_PL=.yi = ZLoder: 

P2 Vi ^2 

das Produkt aus Volumen und Druck ist stets 
eine Konstante: 

p . V = const. 

(Gesetz von Boyle 1662 und Mariotte 1677). 

486. Das Gesetz gilt fiir jede beliebige Ausdehnung und 
Zusammendriickung eines Gases, die so langsam vor sich 
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geht, dafi eine AnderuDg der Temperatur nicht eintritt. Die 
ZnstaDdsanderung heifit darum anch isothermisch. 

487. Das obige Gesetz kann man diirch eine Kurve zur 
Darsteliung bringen (Znstandskurve), Fig. 92. 




Fig. 92. 

In ein rechtwinklig^ Koordinatensystem trage man nach 
einem beliebigen MaQ&tab in vertikaler Richtung die Driicke, 
in horizontaler die (den Xolbenwegen 1 proportionalen) Volu- 
mina auf. Bildet man dann aus dem Anfangsdrnck p, und 
dem Endvolomen Vj das zugehorige Kechteck, so schneidet 
die Diagonale A C desselben aaf Pi die Strecke B F ab und 
es ist: 

AACE'-AABF, mithin: 
AF BF ^ 



= p/(485). 
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Fuhrt man die angedeutete Konstruktion noch fiir be- 
liebige Zwischenlagen des Kolbens durch, so erhalt man eine 
Kurve (Znstandskurve), aus welcher fiir jedes beliebige Volumen 
der zugehorige Druck abgelesen werden kann. Die Kurve ist 
der Form nach eine gleichseitige Hyperbel und heiBt 
Isotherme (486). 

488. Fiir eine unendlich kleine Volumenvergrofierung 
(dv) ist eine Arbeitsleistung erforderlich (I, 28): 

dL = p-F»dl = p-dv, 
da aber: 

-?- = ^i (485), so ist: 
Pi V ^ '' 

dv 
dL=Pi-Vi- , mittiin: 

L = Pi.Vi.Inj2^Pi.Vi.In?^. 

Da p-dv der Inhalt des kleinen Flachenstreifens im 
Punkte D' ist, so wird auch die Gesamt^rbeit (L) ge- 
messen als die unterhalb der Zustandsknrve 
liegende Flache. 

iLnderun^ des Lultdrucks be! zunehmender Hohe. 

489. Ist Po der Luftdruck am Meeresspiegel, p in der 
Hohe z, so ist: 

. • Po = P + G, 

worin G das Gewicbt der Luftsaule von z Hohe nnd 1 qm 
Querschnitt ist. Fiii eine unendlich kleine Zunahme von z 
kann die Dichte y als konstant gesetzt werden, so dafi: 

dp dG , I'dz-y 

:j =— 1 = A — ^ = — rist. 

dz dz dz ' 

Nach Mariotte.ist aber y=yo- (485), also: 

Po 
P Po 

Sind nun Pj und p^ die Driicke in Zj und z^ Hohe, so ergibt 
die Integration: 



\PJ Po ^ '^ 



In 

Pa/ Po 

Galka, Technische Mechanik II. 2. Aufl, 12 



178 IX. Abschnitt. 

490. Diese Formel kann zum (annahernden) barometrischen 
H6henmessendieDen; bezeichnet man dieHohendifferenz(Zi — Zg) 
mit h, so folgt: 



yo \P2/ 



Ftir Luft ist (bei t = 0<>)P^ r^SOOO, dann ergibt sich fiir 

Yo ^ 

Briggische Logarithmen : 

h = 18 400 (log Pi— log Pa). 

Temperaturanderungen werden dieses Kesultat allerdings stark 
beeinflussen (vgl. 503). 

Der Auftrieb der Lult. 

491. Wie in einer tropfbaren Fliissigkeit erleidet auch 
ein in der Luft frei hangender K5rper einen Auftrieb, der 
gleich dem Gewicht der von dem Korper verdrangten Luft- 
menge sein mufi (370): 

492. Sind zwei an einer Wage hangende Korper vori un- 
gleichem Volumen (Vg > V^) im Gleichgewicht, so sind ihre 
wahren Gewichte urn den Auftrieb voiieinander verschieden 
und zwar G^ ^Gg. Das erkennt man, sobald man die ganze 
Wage unter die Glocke einer Luftpumpe setzt und die Luft 
auspumpt, so dafi der Auftrieb fortfallt. 

493. Ist das Gewicht eines Korpers (Luftballons) kleiner 
ais das Gewicht des verdrangten Luftquantums, so steigt er 
besehleunigt empor (375). Da mit zunehmender Steighohe die 
Dichte der Luft abnimmt (490), so hort schliefilich das Steigen 
auf. Damit dann wegen des Uberdruckes des eingeschlossenen 
Gases kein Platzen der Ballonhiille eintritt, muU durch An- 
bringung eines Sicherheitsventils dafiir gesorgt werden, dafi 
imnier soviel Gas austreten kann, dafi der innere Druck mit 
dem auBeren im Gleichgewicht ist. 

Botierende Geblase. 

494. Auf ein Luftteilchen im Abstande x von der Achse 
wirken dieselben Krafte, wie in 482, mithin; 
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dp=- -w^.x-dx. 
g 

Nach Mariotte ist nun y = - . p (485), also : 

P "" Po* g '. 
Andert sich der Druck von x = bis x = r von Pi bis pg, so 

y 1 * 

liefert die Integration (mit ^^ = nach 490): 

Po oUOO 

"^\Pi/ 8000* 2g ' 
worin noch cu.r = v gesetzt werden kann. 

495. Der hierdurcli zu erzielende Uberdruck ist nux ge- 
ring; da somit y sich auch nur wehig andern wird, so kann 
man genan genug fUr die obige Beziehung setzen: 

Pa — Pi ^ 1 V* 

Pi 8000 ■ 2 g' 

woraus der Uberdruck pg — Pi leicht zu berechnen ist. Man 
beniitzt solehe rotierenden Geblase z. B. zum Anfachen des 
Schmiedefeuers, wozu der geringe Uberdruck ausreicht. 

Zustandsanderung durch Temperaturerhohung (Gesetz von 

Gay-Lussae). 

496. Fiihrt man 1 kg Gas von 0^, das sich in einem mit 
Kolben verschlossenen GefaB befindet, W^rme von auBen zu, 
so dehnt es sich aus und das Endvolumen wird: 

Vi = Vo + Vo-a-ti; 

hierin ist a der Ausdehnungskoeffizient der voUkommenen Gase : 

^ 1 
^■"273' 
Ftir eine Temperaturerhohung auf tg^ ergibt sich ebenso: 

V2 = Vq + Vo • a . tg, mithin : 

Vi _ 1_+ «• t, _ l/« +A 

Vg l + cf.ta Ifcc + W 

^ 273 + t, 

"" 273 + tg ' 

12* 
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IX. Abschnitt.i 



497. Eine Temperatur von 273^ + t bezeichnet man als 
absolute Temperatur (T), bezogen namlich auf einen 
(absoluten).Nullpunkt (500 NB.), der 273® unter dem Gefrier- 
punkt liegt. Somit wird: 



2 



T, 
%' 



d. h. die Volumina verhalten sich, wie die ab- 
soluten Temperaturen. 

(Gesetz von Gay-Lussac, aufgestellt 1802.) 

498. Tragt man diese Zustandsanderung wieder graphisch 
auf, so erhalt man, da der Druck konstant bleibt, als. Zu- 
standskurve eine Gerade, parallel zur X-Achse (Fig. 93) und 
damit die Arbeitsleistung (488, Schlufi): 

I^=^Pi (V2 — Vj). 



1 



^h^uic^ 






f' 



\7. 



£ 









Fig. 93. 



Die allgemeine Zustandsgleichung der Gase (Fig. 94). 

499. Fuhrt man 1 kg Gas von 0^ das sich in einem 
mittels Kolben verschlossenen GefSLB befindet, von auBen eine 
Warmemenge zu, so andert sich das Volumen von Vo in Vj, 
wahrend der Druck p^ konstant bleibt (496). Erhoht man 
dann vorsichtig den Druck auf p, ohne die Temperatur zu 
andern, so wird das Volumen kleiner (v) und es gilt (nach 
Mariotte 485): 

Vi = V. • 
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500. Setzt man das in 496 ein, so folgt: 

vp = Vo-Po (1 + a-t) 



^Vo-Po 

273 



(273 + 1). 



Nun ist V, -Po eine ' Konstante (485), mithin auch: 

^^- =.const. = R, der sogenannten Gaskonstanten, 
mithin (497): 



\^ 1 


' ' III nil 


'p^n^' 



CT 



IM' 



II 



p^v.r 










!!„. / 


111] 


vp t 


<? 



Fig. 94. 

> 

Diese Gleichung heifit Zustandsgleichung der vd!l- 
kommenen Gase (468). 

NB. In der obigen Qleichiing wird die linke Seite gleich 0, wenn 
rechts t = — 273° wird ; da das Volumen nicht gut verschwinden kann, so 
wird der Druck gleich Null, d. h. im absoluten NuUpunkt hat theoretisch 
das Gas kein Ausdehnungsbestreben mehr (467). 

501. Trockene Luft hat bei 0« (T = 273«) und Po = 10333 
kg/in2 (472) eine Dichte von yo = 1,293, mithin (470): 

1 
1,293 ' , 
damit wird (500): 

^- 1,293 '273 ~^^'^^- 

502. Fuhrt man einem Luftquantum, das sich in einem 
Gefafi mit festen Wanden befindet, von aufien Warme zu, so 
andert sich Druck und Temperatur, walirend das Volumen 
konstant bleibt; dann gilt fur den Anfangszustand : 

p.v = E.T, 



Vo== 
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IX. 


Abscbnitt. 


fur den Endzustand: 








Pi • V = 


= R.Ti, also: 


t 


Pi _ 
p 


T 



Diese Drucksteigerung kann dann zur Arb^itsleistung in einer 
Maschine (HeiBluftmaschine) bentitzt wiBrden. 

Barometrisches Hohenmessen mit Biicksicht auf die 

Temperaturanderung. 

503.. Nach 489 ist: 

dp = — y.dz; 
da nun (470): 

y = ^ = g^ (500) ist, so folgt : . 

dp=^— g^rp -dz. , 

Nimmt nun die Temperatur fur den laufenden Meter Hohe 
um T^ ab, so ist: 

T T 



und damit: 



Zg Zj — 



dT 
dz = — , mitliin: 



dp^ 1 dT 
p R.t" T 

504. Sind nun wieder (489) p^ und Pa die Drucke in den 
Hohen Zj und Zg iiber dem Meeresspiegel, T^ und Tg die zu- 
gehohrigen Temperaturen, so folgt durch Integration: 

h = z,-Zi = R(T, -T,)- ^P*' 



© 



In 

'2i 



T 4- T 
Fiir eine mittlere absolute Temperatur T = ^ T^ ^ und 
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fur raittlere Luftfeuchtigkeit E = 29,37 (vgl. 501) gesfetzt, folgt 
dann fiir Briggische Logarithmen : 

h== 67,63 T (logp.-logp^). 

NB. Anspruch auf groCe Genauigkeit hat auch die obige Formel 
nieht, da noch andere Einflusse hierbei mitwirken, z. B. die Veranderlich- 
keit von g (I, 16 und I, 391). Fiir Mitteleuropa hat z. B. auf Griind von 
Versnchen Jordan die Formel aufgestellt: 

h = 18 464 [l + 0,003 665 - +- ) log ^' ; 

ti und ta , bi und b2 sind die Temperaturen und Barometerstande in den 
Hohen Zi und Zg. 

Spezi&sche Warme und Warmeaquivalent. 

505. Unter der spezifiscbenWarmeeines Gases 
versteht man diejenige Warmemenge, die einem 
kg Gas zuzufiih^en ist, um dessen Temperatur 
urn 1*^ zu erhohen. 

Eiue Warmemenge wird gemessen in Warmeeinheiten W. E. (Kilo- 
grammkalorien); 1 kgkal = derjenigen Warmemenge, .durch die 1 kg 
Wasser*von 14V2° auf 1572° C erwarmt wird. 

506. Fiihrt man den Versuch in einem mit Kolben ver- 
schlossenen GefaB aus, so dehnt sich das Gas aus, wahrend 
der Druck konstant bleibt ; die zugehorige Warmemenge heifit : 

1. Cp = spezifische Warme fiir konstanten Druck. 

Befindet sich dagegen das Gas in einem Qefafi mit festen 
Wanden, so andert sich der Druck und das Volumen bleibt 
konstant. Dann ist: 
• 2. Cv = spezifische Warme fiir konstantes Volumen. 

507. Es ist nun fiir alle Gase: 

Cp > Cv (z. B. fiir trockene Luft Cp = 0,24, Cy = 0,172) 
und zwar deshalb, weil im' ersten Falle die zugefiihrte Warme 
noch Arbeit leisten mufi, namlich zur Verschiebung des be- 
lasteten Kolbens. Die mechanische Arbeit ist nun 
stets der Warme aquivalent (Gesetz von Rob. Mayer, 
atfgestellt 1842) und zwar: 

1 mkg Arbeit = —^^ Warmeeinheiten. ^) 

° 427 



^) Diese Zahl gilt wohl heute als die den wahren Verhiiltnissen am 
nilchsten kommende. Vgl. Tascheiibuch der Hiitte, Bd. 1, Warme. 
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Diese Zahl heiBt das Warmeaquivalent A. 
Dann ist offenbar die mechanische Arbeit, die zur Ver- 
schiebung des Kolbens dient: 

L= ^^ . 

508. Lafit man nun ein Gas vom Zustande (500): 

eine Zustandsanderung nach Gay-Lussac (496) erleiden, indem 
man die Temperatur urn 1^ erhoht, so wird: 

V2-Pi = R(Ti + l) Oder: 

R = Pi (V2 - Vi) = L (498), 

d. li. die Gaskonstante R ist die bei dieser Zustandsanderung 

(zur Verschiebung des Kolbens) geleistete mechanische Arbeit. 

Damit wird nuni 

jj_Cp-Cv ^^^^. 
A 

^ ^ Cp- Cv ^ ^^ .(5QJ nnd:507). 

Zustandsanderung ohne Zufuhrung und Entziehung yon 

Warme (Poissons Gesetz), 

509. SchlieBt man ein Gasquantum in ein mit Kolben 
verschlossenes GefaB und driickt es schnell zusammen, so daB 
die dabei entwickelte Warme keine Zeit -findet, sich nach 
aufien durch die Wande auszugleichen, dann gilt fur diese 
Zustandsanderung (nach Poisson 1835): 



>2 Ux / ' 



worm : 



X = ^^' (506) ist. 

Cv ^ 

(Fiir trockene Luft ist nach 507 x = 1,4). 

510. Die obige Zustandsanderung heiBt auch (nach Rankine) 
adiabatisch (weil sie in einem mit warmeundurchdring- 
lichen Wanden versehenen GefaB vor sich geht). Setzt man 
wieder (500): 

p.v = R.T und Pi-Vi = R.Ti, 
so gilt fiir die Temperaturanderungen : 
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T 



Vj\'=-i 



= (pn' 



T, Av/ \Pi/ 

NB. Die hiernach sich efgebenden Endtemperaturen sind bei starker 
Kompression sehr erheblich nnd hat man solche Einrichtungen f ruber als 
Feuerzeuge benntzt. 

511. Urn diese Zustandsanderung wieder graphisch dar- 
zustellen, tragt man (nach Brauer, Z. d. V. d. J. 1885) an die 
Volumenachse (Fig. 95) einen beliebigen ^ a und an die 
Druckachse einen -^ /?, fiir welchen gilt: 

l + tg/?=(l + tga)-, 
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Fig. 95. 

dann ist nach der in Fig. 95 angedeuteten Konstruktion : 

Pi = P2 + b==P2(l + tg/?), 
^ Vg = Vi + a = Vi (1 + tg a) ; mithin : 



1 + tga 



-_ ^2 



Aus der ersten Gleichung folgt aber: 

?^=l + tg/J = (l + tg«)^ Oder: 
P2 



JV ^^ 



v< a t 



• *: 
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Die hiernach sich ergebende Zustandskurve heiBt Adia- 
b a t e. 

512. Urn die Temperatur von 1 kg Gas von Tg auf T^ 
zu erhohen, ist eine Warmemenge nStig von Cy (Tj — Tg), mit- 
hin die zugehorige Arbeitsleistung {507) : 



Oder nach 500: 



L^cWi-Pi /j Vg.pa 



A-R \ Vi-Pi 
Nun ist aber (508) A • R = Cp — Cv und (509) : 

1 ^P2 / 



Vi 



^=:c,{^-&--y 



Cv 

Hieraus folgt schliefilich die bei der adiabatischen Zustands- 
anderung geleistete Arbeit: 






C. Bewegung von Gasen. 

Ausflufi aus einem Gefafi bei geringem tJberdruck. 

513. Befindet sich in einem GefaB ein Gas vom Zustande 
Pi) Vi, Ti, so gilt far die Dichte (470): 

Erfoigt nun der AusfluB in einen Raum, dessen Druck 
(p) nur wenig kleiner ist als Pi, so kann man annehmen, daB 
sich y nicht andert und den AusfluB dann ahnlich, wie den- 
jenigen von Fliissigkeiten unter Wirkung einer Druckhohe z 
beurteilen. Dann ist aber die ideelle AusfluBgeschwindig- 
keit (397) : , . 



:V;lwo=y2gz=j/2gP^^^"P 



f 
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Oder auch: 



Wo = |/2g.R.T,(: 



Pi 

514. Wegen der Eeibungswiderstande wird die wahre 
Geschwindigkeit kleiner und zwar (403): 



W = r,)|/2g.R.T, (l-|^) 



zu setzen, worin der Reibungskoeffizient cp im Mittel = 0,98 
anzunehmen ist. 

515. Das Gewicht der pro sec. austretenden Gasmenge 
(G) ist dann, da auch hier eine Kontraktion a zu erwarten 
ist (404) : 

6==o-F-w-yi, Oder n. d. Ob.: 

=^f„%-|/s,.„.t;(i-»), 

worin fLi = acp der Austrittskoeffizient fiir Gase ist. 

Ausflufi bei hohem tJberdraek. 

516. Nacli dem Gesetz vom Arbeitsvermogen (I, 339) ist 
zur Erzeiigung der Geschwindigkeit Wq aus dem Ruhezustande 
eine Arbeitsleistung aufzuwenden: 

Diese Arbeit wird durch ein austretendes Gasgewicht m^g 
geleistet und es ist (512): 

J Cp(Ti-T) 

wenn T^ die absolute Temperatur des Innenraumes, T die 
AuBentemperatur ist. 

517. Nimmt man nun an, dafi die Zustandsanderung bei 
dem (sehr schnellen) Austritt adiabatisch verlauft, so folgt 
mit dem obigen Werte von L (512): 

w..-^-p.T.(i.-(A)':" 

worin p der AuBendruck, Pi der Innendruck im GefaBe ist. 
Oder, da (500): 



/" 
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Cp-Ti Cp ViP, 



A R ' 

X 



Vi-Pi (508), 



y. 



X — 1 

so folgt schlieBlich: 

518. Die wahre Geschwindigkeit ist wieder (514): 
und die sekundliche Austrittsmenge (G in kg): 

"" V ' 

worin v das sekundlich austretende Gasvolumen ist. Da flir 
dasselbe (509): 

gilt, so folgt: 

«=,.py,,._ij.p..,.(,_(,iL)":").^i.(;j- 

Hierin ist yw der Austrittskoefflzient des Gases, der 
natiirlich von der Form der Miindung abhangig ist Werte 
dafiir (von Grashof und Weisbach) s. Taschenbuch d. Hutte, 
I. Bd., Warme VI. v 

Bewegung von Gasen in zylindrischen Bohrleitungen. 

519. Wegen der Eeibung an der Rohrwand erleiden Gase 
einen Spannungsverlust (A p), der ahnlich zu beurteilen ist, 
wie der Druckhohenverlust von Fliissigkeiten in Rohrleitungen 
(442). Danach kann man setzen: 

Ap=y.z(472) 

= 7^^1-4^442). 

I = Widerstandskoeffizient zylindrischer Rohre = 0,018 im 
Mittel. 

520. Nach der Zustandsgleicliung ergibt sich dann (500) : 
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y 

Ap = 



R.T 

P 



, mithin: 
I w^ 



RT d 2g 



Saugwirknng von Schornsteinen (Fig. 96). 

521. Nach Gay-Lussac ist (497): 

Vi _ Ti _ >», 



V2 T, 



7i 



(470), 



\ 






^iX 



"^^ 



I 
- — C — * 

mo 

Fig. 96. 

d. h. die Dichte eines Gases wird kleiner (das Gas also 
leichter), je hoher die Temperatur ist. In einem' unten er- 
warmten Schornstein steigt also die Luft mit einer gewissen 
Geschwindigkeit empor. 

522. xiuBerdem wirkt eine mit der Hohe des Schornsteins 
wachsende Druckverminderung saugend und dafiir gilt 
(Fig. 96) : 

Po =p + h-y.= P + „ • 
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Nun geht durch jeden Querschnitt in der Zeit dt dasselbe 
Luftgewicht : 

m-g = Fo-Wo-dt.yi 

_ Fo-Wo-dt _F^w-dt 

(Vj und Ti sind Mittelwerte). 

523, Dann ist nach dem Gesetz vom Arbeitsvennogen 
(I, 339): 

-^ — \^^ =— m • g . h (Arbeit der Sch were) 

+ Po-Fq-Wo dt (Arbeit des Druckes) 
-— p-F-w-dt (Arbeit des Gegendruckes). 

Da Wo gegen w meist zu vernachlassigen, so ergibt sich 
mit den obigen Werten (522): 

2 = — m.g.h + (P + y) m-g-Vj — pmg-Vi oder: 

^•-.(^.-i)..(^;-i)c52i,- , 

524. Wegen der Widerstande wird diese Geschwindigkeits- 
holie (Saughohe des Schornsteins z) kleiner and zwar (^08) : 

__ w^ 
z-gg''"^^' 
worin in z^ die samtlichen Widerstandsholien enthalten sind. 
Dieselben setzen sich folgendermafien zusammen: 

a) Widerstand im Schornsteinrohr bei kreisformigem 
Querschnitt (519): 

d 2g' 
worin fur beruBte Rohren I = 0,04 zu setzen ist. 

b) Widerstand in den Feuerziigen (441): • 

mit /8 = 0,01 fiir beruBte A\'p,ndungen ; ferner mit Riicksicht 
auf plotzliche Richtungs- und Querschnittsanderungen, Kriim- 
mungen usw. (408): 

w- 
^o-go- ^^^ ^0 ^ ^'^ ^^^ ^A 
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c) Widerstand im Rost der Feuerung: 

Ci-2g.^i = 6 Ws 12, 

je nach Ausfiihrung des Rostes und Art des Brennmaterials. 



Winddruck gegen feste Wande. 

525. Unter der Voraussetzung eines konstanten y kann 
man den Winddruck ebenso beurteilen, wie den StoB des 
Wassers gegen feste Wande. - Dann ergibt sich aber der 
Winddruck (D) gegen eine zur Richtung des Windes senk- 
rechte Flache (F) (436): 

• . g 

w6rin w die Windgeschwindigkeit ist. (Nach v. LoeBl stimmt 

dieser Ausdruck mit Versuchen gut uberein; nach Grashof 

ist er noch mit 0,93 zu multiplizieren, nach 0. Foppl mit 0,6 ; 

vgl. Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1912, S. 1930.) 

526. Ist die gedriickte Flache unter einem -4 a gegen 
die Windrichtung geneigt, so ist der senkrecht zu dieser 
Flache fallende Winddruck: 

Dv=-^.F.w2.sina (wie in 439). 

Dieselben Beziehungen ergeben sich auch fur denAVider- 
stand, den die Luft den sich mit w Geschwindigkeit bewegenden 
Korpern entgeg^setzt. 

NB. Fiir den Winddruck auf Gebaude , Dacher , Briickenkonstrnk- 
tionen nsw. sind von den einzelnen Bauverwaltungen besondere Vorschriften 
gegeben worden ; vgl. hieriiber Taschenbuch der Hiitte, Bd. I, Winddruck. 
Uber die Beriicksichtigung des Winddrucks in der graphischen Statik 
vgl. Galka, Graphostatik, Kap. Dacher. 
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Zerknickungsformel von Navier 191l 

Zerknickungskraft (Po) . . . • 175, 179 

Zugfestigkeit , 16 

Zulassige Spannungen (k) 30 

Zustandsgieicbnng, allgemelne 500 

Znstandskurve 487 
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Alphabetisches Terzeicbnis der hanflger vor- 

kommenden Bezeichnnngen. 



A e= linksseitiger Auflagerdrnck 86 

A = Auftrieb 372 

A = Wfi,rmeaqniva]|pnt 507 

at. = Atmopphare 474 

B = rechtsseitiger Anflagerdrnck 86 

B = Bodendruck 365 

Cv, Cp = spezifische Wftrme von Gusen 505 

D = Seitendruck einer Fliissigkeit 367 

D = Winddfuck gegen feste Waiide 525 

B! = Elastizit&tsmodnl 21 

e = Abstand der Hul^ersten Faser 56 

F = Qnerschnittsflache 17 

f = grOfite Durchbiegung 91 

G == Gewicht 34, 374 

Q^ = Gewicht des eingetanchten EQrpers 374 

G = Gleitmodnl * 42 

H = StauhQhe 464 

h = metazentrische HOhe 380 

J = aqaatoriales Tr&gheitsmoment 60, 199 

jp = polares Tr&gbeitemoment 155 

Ji^ J, = Hanpttragheitsmomente 204 

Jxy == Zentrifugalmoment 199 

i = Tr&gheitshalbmesser 194, 207 

k = zulassige Druckspannung 30 

kz = znl&ssige Zugspannnng 30 

ks = znl^ssige Scbubspannnng 39 

kb = znlHssige Biegangpspannung 49, 73 

kd = znl&ssige Torsi onsspannong 155 

1 = L&nge eines Stabes -18 

L ^ mechanische Arbeit 488 

Vt = BiegangBmoment 59 



Alphabetisches Verzeichnis d. haufiger vorkommenden BezeiclmiuigeiL 197 

gjJd ^ Torsionsmoment 150 

STOi = Ideelles giegungsmoment . . . . , 317 

M = Metazentrum 380 

m = Poissonsche Zahl 24 

N N = Neutrale ^chse 48 

n ;= Sicherheit gegen Bruch 7 

n ^ Sicherheit gegen Zerknicken . 180 

P = finQere Kraft (oder Spannkraft) 16, 17 

Po = Zerknickungskraft 175, 179 

p = hydrostatischer Druck 355 

p^ = Luftdruck 472 

Q = AusfluCmenge 404 

R = Gaskonstante 500, 508 

r = hydraulischer Eadins 453 

*T = absolute Temperatur 497 

t = Ansflufizeit ' 423 

t® = Temperatur in Celsiusgraden \ . 469 

V = Scbubkraft 57 

V = kQrperlicher Inhalt 371, 384 

T = ideelle Ausflnfigeschwindigkeit . 394 

^ = spezifisches Volumen 469 

W = aquatoriales Widerstandsmoment 61 

Wp = polares Widerstandsmoment. . 155 

w = wabre AusflnJBgeschwindigkeit 403, 514 

z = DruckhOhe 363 

Zo = Widerstandshehe .....' 408 

a = Dehnungskoeffizient 19 

a = Eontraktion eines Flussigkeitsstrahles 404, 515 

a =s -Gleicbgewicbtsgefalle eines Kanals 452 

a = Ansdehnungskoeffizient der Gase 496 

a© = Anstrengungsverhaltnis 297 

fi = Widerstandsziffer von Rohrleitungen 441 

y =s Gewicht der Volumeneinheit 33, 363 

y = Gleitung 41. 

y = Knickkonstante . 194 

/ = Dichte eines Gases . 470 

e = Dehnung 18 

£q = Kontraktion (eines Stabes) 24 

X = ^ • . 509 

Cv 

I = Verlangerung 18 

A = Widerstandsziffer zylindrischer Rohre 442, 519 

ju = Ausflufikoeffizient * . 404, 515 

f = Verdrehungswinkel 157 

y = Reibungswinkel 330 

y = Reibungskoeffizient von Fliissigkeiten und Gasen . . . 403,. 514 

^ = Krummnngshalbmesser 62 

o = Normalspannung 16, 17 



